引 育 щянннннни | 
第 一 章 算术 基本 定理 ........................................................ | 
除法 算式 ини 
最 大 公约 数 与 Euclid 算法 RN 7 
ЗЕЕ Е.а 9 
素数 的 无 限 性 RN 13 
Mersenne 素数 RN 14 
注 记 与 答案 14 
历史 注 记 зд н К ы ы нн ыны 22 
第 二 章 ” 模 加 法 与 Euler 的 ф 函数 23 
同 余 类 与 中 国 剩余 定理 pp 23 
群 BC, ,+ ) 及 其 生成 元 27 
Euler 的 ф ЖК .... иене 33 
Euler 函数 对 约 数 求 和 RN 37 
注 记 与 答案 .Ne 39 
历史 注 记 нн ы йб. 50 
= ЖЕ; .................................................................. 51 
Fermat 定理 51 
Wilson 定理 pe 58 
一 次 同 余 方程 иен 58 
Fermat 一 Euler 定理 59 
联 立 一 次 同 余 方程 ини 60 
关于 多 项 式 的 Lagrange 定理 61 
原 根 68 
Chevalley 定理 72 


历史 注 记 84 
Жи 二 次 剩余 85 
二 次 剩余 与 Legendre 符号 85 
Gauss 引 理 ........... унны к н ныны ы ыыы ыны 88 
一 次 百 反 律 91 
注 记 与 答案 ааа 96 
历史 注 记 мушесинин нынын ыыы ын 107 
атй HE хну = 2 (= 2,3,4) 108 
HCHP SZ acrrccreree ине 108 
方程 x 十 j= et 112 
чу (иене 114 
Дао ини 114 
注 记 与 答案 122 
ГТА 133 
第 六 童 平方 和 135 
二 平方 之 和 135 
四 平方 之 和 138 
三 平方 之 和 141 
注 记 与 答案 141 
历史 注 记 мзш иинин ннн нынын ныны 153 
ЖЕЙ ЭҤ аи 155 
Ferrers 图 155 
Н о. 156 
Euler 定理 160 
福 记 与 答案 162 
历史 注 记 ааа 171 
第 八 章 ” 二 次 型 еее 172 
СЖ Е. ини: 172 
等 价 一 次 型 176 


判别 起 180 


正规 表示 182 
约 化 型 184 
定 二 次 型 的 自 守 变换 186 
注 记 与 答案 187 
历史 注 记 нии, 207 
第 九 章 ” 数 的 几何 ааа. 209 
正方 形 格 的 子 群 209 
二 维 的 Minkowski 定理 pp， 214 
立方 体格 的 子 群 иена 220 
二 维 的 Minkowski 定理 п... 224 
关于 ах?+Ьу?+с2?= 0 的 Legendre 定理 нянь 226 
注 记 与 答案 ии: 229 
历史 注 记 ООВ 241 
HE EDA ............................................................... 242 
无 理 平方 根 а. 242 
Е ии ан, 243 
ЯЦЕК) а 250 
Pel 方程 254 
关于 二 次 无 理 数 的 Lagrange 定理 .......................................... 257 
FPEM ax- by? 的 自 守 变换 ини ини 259 
注 记 与 答案 261 
历史 注 记 АОИ 277 
第 十 一 章 无 理 数 的 有 理 通 近 ............................................. 278 
НАШ ................ ИЕ 278 
Батеу 数列 аа. 280 
Hurwitz 定理 лм лшш 2м... 282 
Liouville 定理 286 
注 记 与 答案 290 
历史 注 记 OO 302 
参考 书目 а. 303 


索引 оаа 315 
E OES o ii: E 321 


第 一 章 ”算术 基本 定理 
除法 算式 


1 . 观察 表 1.1. 如 果 用 同样 的 方法 向 下 延续 , 它 能 否 包含 我 们 
指定 的 任何 “个 正 整数 ? 

2. 表 1.1 中 的 每 个 数 与 它 下面 的 数 有 什么 关系 ? 

3 . 简洁 地 摘 述 由 0 以 下 的 一 列 数 所 组 成 的 整个 集合 . 

4. ИЖЕ О КНУ 一列 中 取 两 个 数 并 把 它们 相 加 ,那么 它们 
的 和 必 在 表 的 哪 … 位 置 ? 

5. 表 1.1 的 料 个 排列 可 以 看 做 是 以 0 下 面 的 一 列 数 与 表 头 上 
的 三 个 数 1,2,3 下 面 的 各 列 数 的 加 法 表 .利用 你 对 0 以 下 的 一 列 
数 的 简单 描述 ， 对 于 由 ! 以 下 的 -天 数 所 组 成 的 整个 集合 ,给 出 

一 个 比较 简洁 的 描述 ,并 对 由 另外 的 两 列 数组 成 的 集合 也 都 给 出 

类 似 的 简洁 描述 . 

6. 如 果 两 个 数 都 在 第 “ 列 , 那 么 大 数 与 小 数 的 差 在 什么 位 置 ? 

7 . 如果 两 个 数 都 在 第 三 列 ,那么 大 数 与 小 数 的 差 在 什么 位 置 ? 
试用 具有 一 般 性 的 表示 方法 对 于 所 有 这 种 数 对 来 证 明 你 的 结论 . 

8. 如 果 两 个 数 都 在 第 四 列 ,那么 大 数 与 小 数 的 差 在 什么 位 
置 ? 证 明 你 的 结论 . 

9 . 如 果 从 第 一 列 中 取 两 个 数 ,那么 它们 的 和 在 什么 位 置 ? — 
般 地 证 明 你 的 结论 

10 .如 打从 第 四 列 中 取 两 个 数 ,那么 它们 的 和 在 什么 位 置 ? 
一 般 地 证 明 你 的 结论 

11 . ARA- - 般 规则 ,可 填 出 一 列 中 的 数 与 另 一 列 (包括 本 列 ) 
中 的 数 的 加 法 表 ? 如 果 在 这 个 表 中 只 用 到 各 个 列 的 表 头 上 的 数 

- 1 А 


80 81 82 83 176 177 178 179 


84 85 86 87 180 181 182 183 
88 89 90 91 184 185 186 187 
92 93 94 95 188 189 190 191 
96 97 98 99 192 193 194 195 


0 ,1 ,2 ,3), 那 么 所 得 到 的 表 就 是 模 4 的 加 法 表 的 一 个 例子 ,这 
样 的 表 用 (Zs ,+ ЖЖ. 
2 . 


12.3 1.1 中 同一 列 中 的 两 个 数 被 称 为 对 模 4 同 你 “我 们 记 
5 = 13 (1094). ЖЖ а = b mod4) 的 代数 定义 . 

13. 每 个 正 整数 是 否 恰 好 能 表示 成 四 个 形式 49,49 二 1,49+ 
2 ,49+3 中 的 一 个 920 是 某 个 整数 )? 如 何 判断 一 个 特定 的 数 ( 例 
如 1553 ) 是 这 些 形 式 中 的 哪 一 种 ? 

14, 研究 关于 表 1.1 的 列 的 乘法 结果 ,能 否 构造 一 个 类 似 于 
上 述 加 法 表 的 乘法 表 ? 

15. 在 表 1.2 中 ,用 五 个 列 来 列 出 正 整数 .对 于 由 每 一 列 中 
的 数 所 组 成 的 集合 ， 给 出 一 个 一 般 性 的 描述 . 


© 见 第 二 章 问题 4 及 其 注 ИЖЕ. 


16. 每 个 正 整 数 是 否 恰好 能 表示 成 五 个 形式 54, 54 + 1,54 + 2, 
54+3,54+4 中 的 一 个 (g 之 0 是 某 个 整数 )? 如 何 判 断 一 个 特定 
的 数 (例如 6666 ) 是 这 些 形式 中 的 哪 一 种 ? 


表 1.2 


17. 做 出 模 5 的 加 法 表 与 乘法 表 ., 至 少 对 每 个 表 中 的 两 个 表 值 
给 出 正规 的 证 明 . 

18. 表 1.1 是 用 四 个 列 来 列 出 正 整 数 ,而 表 1. 2 是 用 五 个 列 
来 列 出 正 整 数 .一 般 地 ,如 果 用 5 个 列 来 列 出 正 整 数 ( 包 括 数 0 )， 
那么 ,第 一 行 是 哪些 数 ? 第 一 列 是 哪些 数 ? 每 个 正 整数 是 否 可 以 
表示 成 第 一 行 中 的 一 个 数 与 第 一 列 中 的 一 个 数 的 和 ?如果 整数 a 
和 bg 在 同一 行 ,那么 bq ,5 (9+1) a 这 三 个 数 之 间 有 什么 关 
系 ? 推出 a=bq+r, 其 中 r=0 或 r 是 小 于 4 的 正 整 数 , 

19. 设 a 和 6 是正 整数 ,g, ‚9, oron WEERA F, ПН. r 
和 7, 都 小 于 5 ,再 设 a= bg,+r=bg,+n. МВ r 与 +, 的 差 是 b 的 
ВК, ЛИНЕН =, 以 及 а =0,. 
(问题 18 与 19 合 在 一 起 就 给 出 了 除法 算式 ) . 

20. 在 表 1.3 中 ,所 有 的 列 都 从 0,1,2,3 这 一 行 出 发 向 上 和 
向 下 双方 延伸 . 对 由 每 一 列 中 的 数组 成 的 集合 给 出 一 般 性 描述 . 
问题 11 中 得 到 的 列 的 加 法 表 对 向 上 延伸 的 列 是 否 仍 成 立 ? 问题 
14 中 得 到 的 列 的 乘法 表 对 向 上 延伸 的 列 是 否 仍 成 立 ? 

21.Ж - 161 属于 表 1.3 的 哪 一 列 (假定 已 将 它 延 伸 )? 

22 .在 由 整数 组 成 的 加 法 群 (Z, + ) 中 ,用 4Z 表示 表 1.3 中 
第 一 列 的 数 所 成 的 子 集 ,其 它 列 中 的 数 所 成 的 子 集 则 分 别 用 4Z + 
1,47 +2 及 4Z+3 жж. 用 群 论 的 语言 描述 (Z ,+ ) 的 这 四 个 
子 集 . 

23. 试 提出 一 个 对 于 任何 整数 a 和 任何 正 整数 5 都 适用 的 除 
法 算式 . 

24 .验证 你 所 提出 的 除法 算式 . 

除法 算式 可 说 是 同 余 算 术 的 基础 .在 本 章 的 其 余部 分 ,我 们 将 
用 它 来 证 明 关 地 自然 数 因数 分 解 的 一 些 基本 性 质 .在 和 N 不 同 的 
某 些 数 系 中 ,有 时 也 可 以 证 明 类 似 的 除法 算式 ,从 而 也 可 以 推出 因 
数 分 解 唯一 性 定理 ,例如 , 见 问题 5.53. 


最 大 公约 数 与 Euclid 算法 


25 .对 下 面 给 出 的 两 个 数 集 链 ,指出 沿 箭头 移动 的 规律 ,以 及 
何 时 停止 的 规律 : а | 
{57 ,36 }-> {21,63 }-> {21,15}-> {6,15} {6,9} {6,3} 
— {3,3} ={3 Е. 
{98 , 175} —{ 98, 77} —{ 21, 77}—{ 21, 56} — { 21, 35} 
— {21,14} {7,14} {7,7}={7 ЕЕ. 
从 {170 ‚130 ЖА , 照 上 面 的 模式 ,做 出 一 个 数 集 链 . 
26 .如 果 а>Ь ,那么 ,按照 问题 25 中 的 模式 {a b)i Ja gk 
者 是 什么 ? 如 果 链 是 从 两 个 正 整数 开始 的 ,为 什么 在 链 中 不 会 出 
现 负 整 数 和 零 ? 
27 .用 问题 25 中 给 出 的 第 一 个 数 集 链 ,对 下 面 的 每 个 方程 ， 
找 出 一 对 整数 x ,y: 
57= 57х+ 36у , 
36 = 57х + 36y, 
21= 57х+ 36у, 
15 = 57х+ 36у, 
6 = 57х + 36y, 
9= 57х+ 36у, 
3=57х+ 36у. 
28 .用 问题 25 中 给 出 的 第 二 个 数 集 链 , 将 数 175,98, 77, 
21 ,56 ,35 ,14 ,7 都 写成 98x 十 175y 的 形式 ,其 中 x ,y 是 整数 . 
29. 数 集 {57x 十 36y |x,yeZ } 是 否 构 成 (Z , + ) 的 子 群 ? 这 
个 集合 中 的 最 小 正 数 是 什么 ? 这 个 数 的 每 个 倍数 是 否 必 在 这 个 
集合 中 ? 这 个 集合 中 的 每 个 数 是 否 必 是 这 个 数 的 倍数 ? 
30 ,对 于 由 数 57 和 36 所 生成 的 (Z, + ) 的 子 群 给 出 一 个 简 


ФН. 

31 . 数 集 {98x+ 175у |х ,yeZ 是 否 构成 1Z , + ) 的 子 群 ? 这 个 
集合 中 的 最 小 正 数 是 什么 ? 这 个 数 的 每 一 个 倍数 是 否 必 在 这 个 集 
合 中 ? 这 个 集合 中 的 每 一 个 数 是 否 必 是 这 个 数 的 倍数 ? 

32 ,对 于 由 数 98 5 175 所 生成 的 (Z, + ) 的 子 群 给 出 一 个 简 
单 描述 . 

33 .对 于 由 非 零 整数 a 和 4 所 生成 的 (Z, + ) 的 子 群 ,给 出 一 
个 公式 化 的 描述 . 

设 d 是 这 个 子 群 中 的 最 小 正 整数 ,说 明 d 的 每 一 个 倍数 必 属 
于 这 个 子 群 的 原因 . 

假设 这 个 子 群 中 有 一 个 数 c 不 是 d 的 倍数 ,用 除法 算式 证 明 这 
个 子 群 必 定 包 含 一 个 比 红 小 的 正 整数 .这 个 矛盾 就 证 明了 ,由 а 和 
b ERK (2, + ) 的 子 群 实际 上 是 由 一 个 数 4 生成 的 . 

34. 设 a 与 六 是 非 零 整数 ,而 且 它 们 所 生成 的 (Z,+ ) 的 子 群 是 
由 一 个 正 整数 d 所 生成 的 ,说 明 为 什么 有 

dja Ж djb 
(4 整除 a 和 4d 整除 5 ,或 者 说 ,d 是 a 的 因数 和 4 是 5b 的 因数 ). 再 
加 到 对 于 由 a ,6b 所 生成 的 子 群 的 原始 的 描述 ,证 明 :对 于 某 两 个 
整数 x, 了 ,有 4d= ax+ 好 .由 此 推出 :a 和 45 的 每 一 个 公 因 数 整除 
42. 这 说 明 dg 是 wa 和 4 的 最 大 的 公 因数 , 即 最 大 公约 数 , 记 为 d= 
gcd (а,Ь), Еи 

35. 利 用 上 题 ,说 明 为 什么 必 有 整数 x,y, 使 得 2x+37= 1. 
根据 经 验 , 找 一 对 适合 这 个 方程 的 整数 . 

设 2a+3b=1 而 且 2c+3d=1 ,证 明 对 于 某 个 整数 1, 有 

2 (a-c)=3 (4—Ь) =61, МШЗ :2х+3у=1 的 每 个 解 都 是 
х= 一 4 十 31 ,y=3 一 21 的 形式 . 

36. 证 明 整 数 集合 {12x 十 18y 十 27z|x,y ,zeEZ) 构 成 (Z, + ) 的 

子 群 .证 明 这 个 子 群 的 每 个 元 素 都 有 因数 3. 通 过 适当 选取 x,},z， 


证 明 3 是 这 个 子 群 的 元 素 , 从 而 推出 这 个 子 群 是 由 3 生成 的 循环 
群 ,而 且 рса (12 ,18 ,27)=3 . 

37 .对 于 由 三 个 非 零 整数 生成 的 (Z ,+ ) 的 子 群 ,叙述 并 证 明 
与 问题 33 类 似 的 结论 . 

38 .对 于 三 个 非 零 整 数 的 最 大 公约 数 ,叙述 并 证 明 与 问题 34 
类 似 的 结论 , 

39 .在 问题 25 中 ,用 以 寻求 两 个 数 的 最 大 公约 数 的 链 通 常 简 

{57.36} 136.21)» {21,151 115, 6116, 3} 停止 
与 

{175 ,98} > {98 ,77} > {77 ,21)-> 121, 14}-> {14,7 HŽ IE. 
这 种 形式 称 为 Euclid 算法 . 先 写 较 大 的 数 ; 当 较 小 的 数 是 较 大 的 
数 的 因数 时 ,这 过 程 停止 .看 看 问题 25 中 的 哪些 步骤 在 Euclid 
算法 中 被 省 略 了 . 

40 .用 具有 两 个 储存 器 的 袖珍 计算 器 ,或 两 个 计算 器 ,或 用 笔 
和 纸 ,计算 god (107360, 30866). 

41. 用 除法 算式 描述 Euclid 算法 的 每 …… 步 ,说 明 链 中 每 对 数 
的 最 大 公约 数 相同 的 原因 . 

42 . Fibonacci 数列 1,1,2,3,5,8,13,… (每 一 项 是 前 
面 两 项 之 和 ) 的 相 邻 两 项 能 否 有 大 于 1 的 最 大 公约 数 ? 


素 因 数 分 解 的 唯一 性 


43 . 异 于 1 的 正 整 数 p, 如 果 它 的 正 因数 只 有 1 和 p, 则 称 为 
素数 Ep 是 素数 ,是 正 整数 ,那么 gcd (рп) А7 

44 .因为 从 pia 可 以 得 到 p < a ,所 以 2 是 素数 .因为 3 不 是 2 
的 倍数 ,所 以 3 是 素数 .因为 5 不 是 2 ,3 或 4 的 倍数 ,所 以 5 是 
素数 ， 列 出 小 于 30 的 素数 . 


45 .在 下 面 的 表 中 (如 果 你 喜欢 ,可 以 用 描 图 纸 ), 删 去 2 的 所 
有 倍 (保留 2); 删 去 3 的 所 有 倍数 (保留 3 ); 删 去 5 的 所 有 倍数 
(保留 5 ); 删 去 7 的 所 有 倍数 (保留 7 ). 

剩 下 的 那些 数 是 否 全 是 素数 ? 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 
71 72 73 74 75 76 77 7 79 80 
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 


46 .证 明 ! 与 101 之 间 的 任何 一 个 非 素数 必 以 2,3 ,5 或 7 作 
为 它 的 因数 .假定 a= pc ,其 中 b 和 c 都 不 等 于 1, 并 分 别 考察 b=c 
FI b <c 两 种 情形 . 

47. 问 题 45 中 所 用 的 方法 称 为 Eratosthenes 第 法 . 用 这 个 方 
法 确定 1000 以 内 的 全 体 素数 必需 用 到 哪些 素数 ? 

48 . 数 3 ,5 ,7 ,11 都 是 素数 ,而 且 5 .7-3 11=2 .再 找 四 
个 素数 p,q,r,s, 使 得 pq 一 rs=2 .能 否 找 到 四 个 素数 p,g,r， 
5 ,使 得 pq 一 rs=1? 你 是 否 以 为 能 找到 四 个 不 同 的 素数 p,q ,r 
5 ,使 得 pg 一 rs=03 

49 .为 什么 两 个 偶数 的 乘积 必定 是 偶数 ? 表 1.4 中 的 数 全 是 
偶数 . 从 表 中 删 去 是 偶数 之 积 的 那些 数 .余下 的 数 ,在 某 种 意义 
上 ,在 这 个 集合 中 是 “ 素 "的 . 按 此 约定 ,明确 地 指出 哪些 数 是 “ 素 
数 " ,哪些 数 不 是 . 用 两 种 不 同 的 方式 将 180 表示 为 “素数 "之 积 . 
找 出 另外 的 偶数 , 它 可 以 用 两 种 不 同 的 方式 表示 为 "素数 "之 积 . 

50. 两 个 形 如 4n + 1 的 数 之 积 为 什么 必定 还 是 这 种 形式 的 


Ж? 

表 1.5 中 的 数 都 是 42+ 1 的 形式 . 把 凡是 表 中 (不 等 于 1) 
的 数 的 乘积 的 那些 数 都 删 去 .余下 的 不 等 于 1 的 那些 数 ,在 某 种 
意义 上 ,在 这 个 集合 中 是 “ 素 "的 . 按 此 约定 ,在 不 超过 101 的 数 
中 ,明确 地 指出 鄂 些 是 “素数 ,哪些 不 是 .将 441 用 两 种 不 同 的 
方式 表 为 “素数 ”之 积 . 在 表 1.5 中 找 出 另 一 个 数 , 它 可 以 用 两 
种 不 同方 式 表 为 “素数 "之 积 . 

51, 在 普通 算术 中 ,我 们 假定 ,如果 素 数 p 整除 乘积 ab ,那么 
它 必 整 除 其 中 的 一 个 因数 ,在 各 自 约定 了 “素数 ”的 偶数 集合 以 及 
Жап dn 十 1 的 数 集中 ,上 述 假定 是 否 正确 ? 

52 . 设 p ,g 和 1 都 是 素数 而 且 p == 4, 那 么 gcd p,q ) 等 于 什 
27 形 如 px+qy (x 与 是 整数 ) 的 最 小 正 整数 等 于 什么 ? 形 如 
rpx 十 r gy 的 最 小 正 整 数 等 于 什么 ?此 外 ,如 果 p | "а, ПЕНЯ p |, № 
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#15 
1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 
41 45 49 53 57 61 65 69 73 77 
81 85 89 93 97 101 105 109 113 117 


53. МУ Е ЕЕ Ж, НЕВА Ж |] ВЕ ЗН ^^ |) ЖИ р, 4. ғ 
5 ,使 得 ps 一 gr=0. 

54. 推广 52 题 中 的 论证 ,证 明 :如 果 p 是 素数 ,a 和 是非 
零 整数 ,而 且 p lab, 则 pla 或 者 p 14 (假设 p 不 能 整除 a). 

55 ,利用 上 题 结果 证 明 ,不 可 能 找到 五 个 不 同 的 素数 p,q, т. 
s 及 1, 使 得 pq= rst .事实 上 ,不 可 能 找到 五 个 素数 (不 论 是 否 相 
同 ) 满 足 这 个 方程 . 

56 . 设 p ,q ,r,s 是 素数 ,证 明 由 p jar 可 以 推出 p=g 或 p= 
而 且 由 р| 975 可 以 推出 p=g 或 p= 或 p=;. 

57 ЕР, ›--- ‚р, 以 及 4, ，… ,9g, 都 是 素数 (但 不 必 全 不 相 
同 ). 而 且 

Р-Р, = Чу Ч„һ. 
12. 


ПЕНН р, 至 少 与 某 个 а, 相等 .对 上 等 式 除 以 这 个 因数 后 ,证 明 р, 
等 于 另 一 个 qi .对 因子 个 数 使 用 归纳 法 ,证 明 n=m, 而 且 每 个 
р 与 一 个 9 ЖЗ. 

将 5247000 表示 为 素数 之 积 . 

58 itp ,… ‚р, 是 正 整 数 a (>1) 的 所 有 不 同 的 素 因 数 ,证 
了 明 

а = р“ р, Өр" , 

其 中 wx, 是 唯一 确定 的 正 整数 . 
REETH ) 

59. 利用 5247000 和 189280 的 素 因 数 分 解 式 , 求 它们 的 ged 
F lem : 

如 果 人 允许 指 数 为 零 , 写 出 两 个 数 的 最 大 公约 数 与 最 小 公 倍 数 
的 公式 . 

证 明 两 数 之 积 等 于 它们 的 gcd 5 Іст 之 积 . 

60 . 若 gcd (a ,5)=1, 则 称 a 与 5 互 素 . 设 gcd (a,5)=1 及 
ged (а,с) = 1, ПЕНЯ ged (a ,be)=1. 

61 .车 a 与 65 互 素 而 且 aje Maje, 


素数 的 无 限 性 


62 . 数 2.3 .5 :7.11: 13+1 不 是 素数 .关于 它 的 素 因 数 你 
能 说 些 什么 ? 

63 . 若 5q 是 任意 两 个 素数 ,关于 pg+1 的 素 因数 你 能 说 
些 什 么 ? 

64 .假定 将 素数 依照 大 小 排列 :p=2, p,=3,p;=5,ps=7， 
= 1 ,等 等 .又 假定 

Рь\Р\Р е Pati. 

关于 m 你 能 说 些 什 么 ? 
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证 明 全 体 素数 的 个 数 不 能 是 有 限 的 ,而 且 
Pai SPP eP, tL. 

65 . 设 a 是 正 整数 ,证 明 4a- 1 的 素 因 数 都 是 奇数 . 

表 1.1 中 哪些 列 含有 素数 ? 

车 四 个 奇 素数 之 积 在 表 1. 1 的 右边 那 -一 列 ,那么 它们 之 中 有 
几 个 一 定 的 在 这 一 列 ? 

车 nn 个 奇 素数 之 积 与 3 对 模 4 同 你 ,那么 ,它们 之 中 有 几 个 
一 定 与 3 对 模 4 同 余 ? 

ЖЕ 

арр, .--р,– 1 

的 素 因 数 你 能 说 些 什 么 ? 

证 明 :与 3 对 模 4 同 余 的 素数 的 个 数 是 无 限 的 . 

66. 考察 形 如 За 一 1 的 数 的 因数 并 证 明 :与 2 对 模 3 同 余 的 
素数 的 个 数 是 无 限 的 . 


Mersenne Ж 数 


67 .利用 计 首 器 , 写 出 当 m= 1,2,…，16 有 时 的 2 一 1 的 值 . 


设 2" 忆 = 六 ,你 能 为 命题 5 2 2"" эф 
“Жп тв А 

或 者 . па: 
тз пж 
提出 证 据 吗 ? 


H m 是 素数 时 , 称 它 为 Mersenne 素数 ) . 
注 记 与 答案 


И PH ,特别 是 Reid (1956), Охе (1967) 及 


Butts (1973). 本章 参考 书 还 可 用 Davenport (1968 ). 
1 .数论 主要 研究 自然 数 
№={1,2,3,...} 
的 性 质 .但 是 ,最 好 是 在 更 广 的 范围 内 考察 这 些 数 ,例如 :, 整 数 
集合 
7={10, +1, +2,+3....}, 


有 理 数 集合 
Q={ p,qe2 ,4 去 0 ， 
与 直线 上 的 所 有 点 对 应 的 实数 集合 R, 或 者 复数 集合 
С= {х +i [х,уЕВ,Р= – 1), 
2. 少 4 ,或 者 说 多 4 . 
3. 4 的 倍数 . 
4. 4п +4т =4 п+т). 
5.4п+і ,40+2, 41 +3, 
6 . 在 第 一 列 , (40 +1) (4т+1)=4 n-m). 
7. (4п+2)- (4т+2)=4 (п-т). 
8. (4п+3)- @т+ 3)=4 (п-т). 
9 ЕЖЕ, (4п+1)+ (4т+1)=4 и+т)+2. 
10. 在 第 三 列 (4и+3)+ 4т+3)=4и+т+1)+2. 
11 . 0 1 2 3 
1 2 3 0 
2 3 0 1 
3 0 1 2 
12 .a 一 b 有 因数 4. 
13.41 553 
388 余 1 ， 


于 是 1553=4 . 388+1. 


14. 0 0 0 0 
0 1 2 3 

0 2 0 2 

3 2 1 


例如 (4п+2) (4т+2)=4 (4тп+2т+2п+ 1), 
15.5п,5п+1,5п+2,5п+3,‚5п+4, 
16.516666 

1333 ЖТ, 

于 是 6666=5 · 1333+1. 


17. 加 法 乘法 


ь чо мо н о 
оь WW N 一 
一 Ф A wo N 
мМ Ф A w 
ш N- oO A 
© o >o > 
Ae U Ne о 
wv- ANOO 
NA о о 
— ә w A о 


(5п+2) + (5т+3) = 5 и+т+1). 
(5п+2) + (т +4) = 5 {5ти + 2т+4и+1) +3, 

18 #1 0,1,2,...,6-1. 

第 一 列 0,58,b -2,Ь-3..... 

Ьа<а<Ь (9+1), FÆ0<a—bq<b ШВ 0<'<Ь. 

自然 数 的 一 个 基本 性 质 是 :重复 地 加 1 就 可 以 大 于 任何 给 定 
的 数 .此 处 的 论据 基本 假设 :重复 加 5 就 可 以 大 于 a.b (4+1) 
是 第 一 个 这 样 的 倍数 . 

字母 4 表示 商 ,字母 + 表示 a 被 b 除 后 所 得 的 余数 ， 

19.6 @,—4„)=т,—г, 140 <, <Б. Д рен <Б. 
AF r-r 是 5 的 倍数 ,所 以 -n=0 

20 „40, 4п+1, 4п+2, 4п+3 Æ. Æ 
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21, —-161=4 (-41)+3. 

22.42 是 (Z,+) 的 子 群 ,而 4Z+1,4Z+2,4Z+3 都 是 
它 的 陪 集 . 

23 . 给 出 任意 的 整数 a 和正 整数 0, 存 在 唯一 的 整数 4 与 唯 
一 的 整数 六 满足 0 入 r< 20, 使 得 a= 0 二 7. 

24. 选取 g ,使 得 а bg 是 可 能 达到 的 最 小 正 整数 或 零 . 
+ Ж a-b(q+1)<0<xa-bq, M mm a—bq<b m H 0<r= 
a~bq<b .唯一 性 的 证 明和 问题 19 相同 . 

25. {170 ,130 }— {40 ,130}-= 140,90 }— [40,50 }— {40,10} 
— {30 ,10} {20,10} {10,10}= {10} Е. 

26. {a,b}— {a-b,b} € a>b> О b<0 mH а-Ь>0. 
# а-Ь=0, а= Б mH{a,b}= {a}. 

27. (1,0), (0,1), (1, –1), (1.2), (2, 一 3), (一 3, 5), 
(-5,8). 

28. (0,1), (1,0), (— 1,1) @,-Т), (= 3,2), (-5,3), (- 7,4), 
9,-5). 

29 .由 问题 27 知道 3 在 这 个 集合 中 57x + 36у = 3 (19х+ 12y), 

30. 3 的 倍数 . 

31 . 由 问题 28 知道 7 在 这 个 集合 中 ;98x+ 175у= 7 (4х+25у). 

32 .7 的 倍数 . 

33. {ах+ by | х,ує2). #4=ах+ бу ‚Ш па=а(пх) + Ь(лу). 
ЖН а.с dg ‚И c=dq+r,0<r<d .但 是 由 于 c 属 于 这 个 
子 群 ,从 而 推出 c 一 dg 也 属于 这 个 子 群 . 

34 .因为 由 d 所 生成 的 子 群 是 由 它 的 所 有 倍数 组 成 的 ,所 以 
a 和 4 是 4 的 倍数 , 即 dla ,4d|5. 因 为 4 在 由 a,b 生 成 的 子 群 中 ， 
所 以 d=ax+ by (х,у 是 某 两 个 整数 ). 因 此 ,a 与 5 的 任 一 公 因 
ЖК ах + by ,从 而 整除 d, 

如 果 以 前 你 没有 见 过 这 个 结论 ,你 将 会 为 gcd (a ,b)=ax+by 
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(x ,了 是 某 两 个 整数 ) 这 -事实 的 作用 而 惊奇 . 我 们 要 用 它 来 证 明 
素 因 数 分 解 的 唯一 性 ,在 本 书 许多 章节 中 也 将 用 到 它 . 

35 gcd (2 ,3)=1 ,因而 存在 整数 x 与 y, 使 得 2x+3y=1， 
Я и 2(—4)+3 .3=1. 

由 2 @-с)=3 (4—Ь)Ж ЩЫ d-b 是 侦 数 ,于 是 3 d-b)=6r, 
因此 a=c+31,b=4d 一 21 .又 因 c= 一 4,4=3 是 一 组 解 ,结论 得 证 . 

36 .检验 封 六 性 ,单位 元 , 逆 远 ,12x++18y+ 272=3@х+ бу+9>). 
12(—2)+18 -0+27 .1=3, 

37 .如 果 d ЖЖ А ах+ђу+ег |х, yzEZ} 中 的 最 小 正 整 
数 ， 那 么 由 注 记 33 的 论证 知道 ,这 个 子 群 中 的 每 个 元 素 是 d 的 
倍数 .因为 这 个 子 儿 是 封 闲 的 ,所 以 它 含 有 d 的 所 有 倍数 . 

38. 使 用 注 记 37 里 的 d ,那里 已 经 证 明了 dla, d|b, ае, 
者 d=ax+py+cz, 则 a ,b 与 c 的 每 个 公约 数 整 数 d. 

39,4% a<b mha Ri b 的 倍数 , 则 {a,5})-> {b,a-bq}, 
其 中 0<a-bg<b. 


40 .1342 . 

41. 57 =36+21, 175 =98+77, 
36=21+15, 98 = 77+21, 
21=15+6, 77=21 -3+14, 
15=6 2-3, 21=14+7, 
6=3 2. 14=7 . 2, 


车 a>5b mh. a 不 是 5 的 倍数 , 则 {a,b}> Ф,а-Ьа}. 

Жа =gcd (а,Ь), d1b 且 dla-bg. 

车 c=gcd (b ,a—bq), Ш с | @-54)+4=а. 

于 是 с|а,с|Ь,М са. 

42. Жа, =а, +а,_, 则 wa 与 oa 的 任何 公 因数 也 是 w，, 的 
因数 . 依 此 类 推 ,可 知 任意 一 个 这 样 的 因数 必 是 Fibonacci 数列 


фа, 前 面 所 有 项 的 因数 . 

43 .gcd (р,п)= 1р. 

44 我 们 假定 a 是 正 数 ,2 ,3 ,5 ,7 ,11,13 ,17 ,19 ,23 29. 

45 .是 . 

46 .102= 100, Н Ж, # а= 22< 101, 1 b<10, ДЬ 
一 个 小 于 10 的 素 因 数 ,从 而 а 也 是 如 此 .车 a=bc<101 而 且 
b>c, 这 时 b>c>10 是 不 可 能 的 ,所 以 c<10, 从 而 c 和 a 都 
有 小 于 10 的 素 因数 . 

47. 312= 961, 322= 1024, 只 需要 考虑 不 超过 31 的 素数 ， 
车 有 机 会 ,请 编 一 个 能 打印 出 1000 以 内 素数 的 计算 机 程序 . 

48. 素 因数 分 解 唯一 性 定理 在 学 校 的 算术 课本 中 被 看 做 是 当 
然 成 立 的 .本 问题 及 下 面 两 个 问题 试图 说 明 对 此 给 出 一 个 证 明 的 
3: 19-5 .11=2. 

3-5-2 -7=1, 

49 . 4 的 倍数 不 是 “素数 ”. 
形 如 4п + 2 的 数 是 “素数 ”. 

180=18 .10=6 .30 

60=6 .10=2 .30 
50. (4m +1) 4п+1)=4 4тп-+т+т)+1. 
5,9,13,17,21,29 ,33,37,41,49, 53, 57,61, 69,73, 

77 ,89 ,93 ,97 是 素数” 


441=21 .21=9 . 49. 
693=21 · 33=9 · 77. 
= 51.8. 
52 ,因为 ged Q ,9g)=1 ,所 以 存在 整数 x,y ,使 得 px+ gy 
ТЕХ грх+тру=г. 


由 pl1rg 推出 p |rpx+rqy=?7 .但 /是 素数 ,所 以 p=7. 

53. 由 ps= gr 推出 p]gr .根据 上 题 可 知 p=g 或 p=r. 

54. 若 p 不 整除 4 , 则 gcd (p ,a)=1. 因 此 存在 整数 x,y， 
使 得 px+ay=1 .bpx+bav=b .所 plibpxt+bay=b. 

55 .由 pg=rst 推 出 p jrsi, 故 由 问题 54 可知 pir X pist. i 
由 问题 2 可 以 p=1 或 p=s5 或 p=t. 若 p=r, 则 gqg=st, 这 与 
q 是 素数 相 蔬 盾 . | 

56. 根据 问题 52 知 ,由 piqr 推 出 g=g 或 p=7. 

按 问题 54 知 ,由 p | 475 推出 plqr 或 p13. 从 而 p=g 或 p =r 
或 p=s. 

57 A p |P Pr pp, 二 419,… Чи , 故 由 问题 54 #1 ,р, |9! 
Жр, [Ро am. 

Жр 5 4, „р. EP | 4 --- Чи. 

Фр, = q ‚И р, lg RP lg Gn ,等 等 . 

因此 ,р,= 9, р, =4, р =4, e р, =4». 

ВЕ р, =q; „ДЇ p, .Dp,= 92 dn. 

如 果 假 定 素 因 数 分 解 式 当 因数 为 上 一 1 个 时 是 唯一 的 ,那么 
上 面 的 论证 表明 当 因 数 为 上 个 时 也 是 唯一 的 . 当 n= 1 时 , 素 因数 
分 解 式 显 然 是 唯一 的 , 所 以 由 归纳 法 得 证 . 

5247000=2 - 3? - 53 - 11 .53 


58. р |а ‚а, ЖЕ p“ a ВЕКЕ „Лр“ p,- p,” la, 

РЖ а= Ар“ р... р,“ RE ,a 的 素 因数 只 有 p,…,p, , 故 
由 问题 57 知 ,k 的 素 因数 也 只 能 是 p, ,… ,p, ,但 а, 是 最 大 的 ,所 
以 不 可 能 再 有 pi|k ,因而 =1. 

59, 189280=25 · 5 · 7 -13, 因 此 gcd=2* .5, 而 且 
јет = 25 - 32 · 53 - 7 - 11 - 132.53. 

kaspapa. pb =p ph- р ‚Ж ир ,р,,...,р„ 
ВЯ [айа Ь В, 
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gcd (a ,b )= БН pr” “УЖ. 
Іст (a ,b )= WAR р ео. 
由 于 不 管 哪 一 个 较 大 ,都 有 min (а, } + тах {а,В } = «+В, 
所 以 
[gcd (a,b )] - [Пет (0,2 )] =ар 
60 .由 еса (а ,6b )=1 可 知 ,存在 整数 x,y 使 得 ax+by =l, 
№ псах-+ cby =c , сд (a bc)=d, 则 4d|c. 因 为 gcd @,с)=1, 
所 以 d= 1 . 
另 法 :考虑 wa ,b ,c 的 素 因数 . 
61 .由 gcd (ec,5)= 工 可 知 ,存在 整数 x,y 使 得 ах+Бу=1, 
acx+bey=c¢ .因此 ,由 Cpc 推出 clec. 
62 . 素 因数 不 等 于 2,3 ,5 ,7 ,11 ,13 . 
63 . 素 因数 不 等 于 p ,g. 
64 т == 1,2,... п ,所 以 m>n. 
这 种 构造 方法 ,在 任何 有 限 素数 的 集合 之 外 ,又 给 出 了 一 个 
素数 .因此 ,全 体 素数 的 集合 是 无 限 的 . 
存在 一 个 大 于 p, 而 且 整 除 p,…p,+1 的 素数 ,所 以 p,,, 小 
于 或 等 于 这 个 素数 ,从 而 p, a SP Pti. 
65 .偶数 x 偶数 = 偶数 . 
偶数 x 奇数 = 偶数 . 
因此 ,2 不 是 奇数 44 一 1 的 因数 . 
每 个 奇 素数 具有 4n + 1 或 42+3 的 形式 . 
模 4 x 1 3 
1 1 3 
3 3 1 
车 四 个 奇 素 数 之 积 为 44 +3, 则 其 中 一 定 有 一 个 或 者 三 个 
是 42+3 的 形式 .4p,p;… р„—1 是 奇数 而 且 是 4п+3 的 形式 ， 
所 以 它 有 奇数 个 (因而 至 省 有 一 个 ) 形 如 4+3 的 素 因数 .但 这 
个 数 的 所 有 素 因 数 都 比 p, 大 ,所 以 对 于 给 定 的 任何 形 如 4n +3 


的 素数 ,我 们 能 构造 出 一 个 比 它 大 而 且 有 同样 形式 的 素数 . 
66. 3a 一 1 与 2 对 模 3 同 余 . 
模 3 х 1 2 
| 1 2 
2 2 1. 
因此 ,3a-1 必 含 有 奇数 个 与 2 同 余 (mod3 ) 的 因数 .但 是 
2-3 Р, - р, ...р, -LI 不 能 被 任何 一 个 不 超过 书 的 素数 整 
除 ,所 以 它 的 所 有 素 因 数 都 比 启 大 .这 样 ,对 于 给 定 的 任何 形 如 
3п +2 的 素数 ,我 们 能 构造 一 个 比 它 大 而 且 有 同样 形式 的 素数 . 
67 .2% — 1 = (2: — 1 ) QL D+ 2.072) + .24 “2 十 24 十 1 ). 
因此 , 若 т 是 素数 , 则 也 是 素数 .2 一 1=23 .89. 当 2 一 1 
是 素数 时 ‚2771 (27 — 1) 的 所 有 约 数 之 和 等 于 它 自己 的 两 倍 .这 一 
事实 使 Mersenne 对 这 种 数 产生 了 兴趣 . 


历史 注 记 


本 章 的 所 有 定理 ,实质 上 :都 来 自 Euclid (公元 前 300 年 ); 就 
除法 算式 以 及 求 两 个 给 定数 的 最 大 公约 数 的 算法 来 说 ,显然 是 这 
样 Euclid 的 记号 妨碍 了 完善 地 叙述 或 证 明 算 术 基本 定理 和 存在 
无 限 多 个 素数 的 论断 . 这 些 定理 的 实质 性 论证 是 属于 Euclid 的 ， 
尽管 他 只 是 讨论 了 至 多 三 个 或 四 个 素数 之 积 .C .F „Gauss (在 1801 
年 ) 第 一 次 明确 地 叙述 并 证 明了 我 们 现在 所 知道 的 一 般 形式 的 基 
本 定理 ,虽然 ,在 他 之 前 许多 数学 家 就 已 经 用 了 这 个 结论 . 1775 
年 ,L .Euler 断言 每 个 首 项 为 ! 的 算术 级 数 含 有 无 限 多 个 素数 . 
1837 Æ Dirichlet 证 明了 :# a 与 5 互 素 , 则 集合 {an+bjneN 洽 
有 无 限 多 个 素数 . 


第 二 章 ” 模 加 法 与 Euler ёф 函数 


同 余 类 与 中 国 剩余 定理 ” 


1. а,Ь 是 表 2.1 中 的 数 ， 并 且 6 是 a 一 b 的 因数 ,那么 关 
于 a 与 5 在 表 中 的 位 置 你 能 说 些 什么 ? 
2， 若 6 是 a 一 b 的 因数 ， 则 记 
а = b (тойб), 
我 们 说 а RFL 模 6&. 
说 明 对 于 任何 正 整数 a 都 有 a = а (тойб). 
# a= Ь(тойб), ПЕН b = а (mod6). 
# а == b (mod6 ) ЖН b = с (тоб), 证 明 a = с(тойб). 
3. 确定 同 余 于 0 (mod6 ) 的 所 有 整数 的 集合 . 
确定 同 余 于 1 (1096 ) 的 所 有 整数 的 集合 . 
确定 同 余 于 2 (mod6 ) 的 所 有 整数 的 集合 . 
确定 同 余 于 3 (поа ) 的 所 有 整数 的 集合 . 
确定 同 余 于 4 (mod6 ) 的 所 有 整数 的 集合 . 
确定 同 余 于 5 (mod6 ) 的 所 有 整数 的 集合 . 
这 六 个 集合 称 为 模 6 的 同 余 类 或 剩余 类 . 用 除法 算式 证 明 每 


个 整数 恰好 属于 一 个 类 ， 


4. щижа-ь 的 因数 时 ， 记 、 
a= b (тойи), 


A 


、 读 作 а RTE R и. 
ры “孙子 定理 " 。 一 译 者 注 ， 


©) @ © 


А а СЕ Б (воал). -一 译 者 注 。 
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此 处 我 们 约定 a 和 4 是 整数 , 而且 п 是 正 整 数 . 
ЖОЙ НЕ ЗЯ Ара 2 与 问题 3 对 模 的 推广 . 


表 2.1 

一 90 一 89 - 88 一 87 一 86 一 84 
-84 -83 -82 -8i -80 -79 
--78 -7 -6 -5 -U -B3 
一 72 -71 -70 -69 -68 -67 
-66 —65 -64 —63 -62 -6l 
— 60 一 49 一 98 一 97 — 56 — 55 
-54  —53 -52 51 -50  —49 
一 48 一 47 一 46 一 45 — 44 一 43 
-42 -4l -40 -39 -38 -37 
-36 一 35 -34 -3 -32 -31 
一 30 一 29 一 28 一 27 一 26 一 2 
-24 -B3 -22 -2 -20 -19 
— 18 一 17 - 6 — 15 一 14 一 13 
-12 -UL -100 -9 -8 -7 
-6 -5 -4 一 3 -2 -1 
0 1 2 3 4 5 

6 7 8 9 10 11 

12 13 14 15 16 17 
18 19 20 21 22 23 
24 25 26 27 28 29 
30 31 32 33 34 35 
36 37 38 39 40 41 
42 43 44 45 46 41 
48 49 50 51 52 53 
54 55 56 57 58 59 
60 61 62 63 64 65 
66 67 68 69 70 71 
72 73 74 75 76 77 
78 79 80 81 82 83 
84 85 86 87 88 89 
90 91 92 93 94 95 


5. 用 描 图 纸 或 复制 下 表 ， 将 数 0, 1,2, 3,4,5 填 人 下 面 给 出 
的 阵列 的 适当 的 方 格 中 , {ЯП 4 == 0 (mod2 ) 4 =1 (mod3 ). 


24 . 


模 3 


а" вна 2 


6. 用 描 图 纸 或 复制 下 表 ， 将 数 0 ,1,2,…:. 9,10, ИЖА 
下 面 给 出 的 阵列 的 适当 的 方 格 中 . 
模 4 


0 1 2 3 
oj 

模 3 1 
2 


7 “用 描 图 纸 或 复制 下 表 ,， 将 数 0,1, 2, ..., 33,34,35 


入 下 面 给 出 的 阵列 的 适当 的 方 格 中 ， 
模 9 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 
0 
1 
3 


8. 432=16х27. 

将 数 0, 1,2,..., 429,430, 431 МЛ 16х27 的 阵列 中 , 使 
得 每 一 列 中 的 数 两 两 对 模 27 同 余 , 每 一 行 中 的 数 两 两 对 模 16 同 
Ж. 能 否 断 定 0 与 431 之 间 没 有 两 个 整数 会 填 入 同一 位 置 ? 每 个 
方 格 中 是 否 恰好 有 一 个 在 0 与 431 间 的 数 ? 


” ”9， 用 描 图 纸 或 复制 下 表 , 0,1,2, ---, 9.10, ИЛ 
下 面 给 出 的 阵列 的 适当 方 格 中 . 


® 6 


为 什么 类 似 于 问题 8 中 所 用 的 推理 在 此 处 不 适用 ? 
10. 用 描 图 纸 或 复制 下 表 , 将 数 0,1 ,2,… , 57, 58 ,59 填 
入 下 面 给 出 的 阵列 的 适当 方 格 中 . 


模 10 


0 
1 
2 
模 6 3 
4 
5 


为 什么 问题 8 中 所 用 的 推理 在 此 处 不 适用 ? 

11, 假如 你 要 推广 问题 8 的 论证 来 证 明 : 在 0 与 mn 一 1 之 
间 不 在 在 两 个 不 同 的 数 , 它们 对 模 т 和 模 都 同 余 . ВА, 为 了 
避免 出 现 问 题 9 和 10 中 的 情形 , х т 和 应 加 上 什么 条 件 ? 

12. 设 a 和 4 是 整数 ， 而 且 

a= b (тойт), а= b (mod n). 

证 明 : mEn НЖ, Ша= р (mod ти). ЖИШШ. # 
Oxa, Б<тп-1, Ша=Ь. 


13. 当 m 和 n LRN, 为 什么 一 定 存在 唯一 的 整数 x， 
. №: 


0<х< mn 一 上 ,使 得 
x= а, (mod т) ШН. x= а, (mod п)? 
14 Жх,0<х<15, 4 х=2 (mod 3)H x= 4 (mod 5). 
15. Жх,0<х< 120, {#48 х =14 (то915 )Н.х ==5 (тоа). 
16 Жх,0<х<120, 使 得 x 圭 2 (той 3), х==5 (mod 8) 
Н. х==4 (mod 5). и 
17， 推 广 问题 12 与 13 的 论证 来 证 明 : Жт, „т, т, В Е. 
ж, Ш 
х=а, (той т) 
х =а, (mod т,) 
х =а, (mod т,) 


存在 唯一 解 (mod т, т, m, 
18， 用 归纳 法 推广 上 题 的 论证 , 证 明 : 车 mi ,mm ,..., т, 是 
ЯН, "лу 


X 三 а (той т,), і=1,2,...,п 
存在 唯一 解 (mod тт,...т,)’ . 
(中 国 剩余 定理 ). 


这 个 定理 完成 了 对 同 余 类 的 交集 的 研究 . 在 问题 50 中 ,将 
用 中 国 剩余 定理 来 证 明 Euler – ф 国 数 是 积 性 函数 ， 现在， 我 
们 来 考虑 同 余 类 的 运算 . 


HZ, + ) 及 其 生成 元 


19, Ж@{6л+1|лє7 | 5 {6л – 5|пє7, } 是 否 相 同 ? 
20， 为 什么 每 个 整数 恰好 与 整数 -~ 12, 一 5, 8 ,一 3, 一 8,23 
中 的 一 个 对 模 6 同 余 ? 由 于 其 中 的 每 个 数 代 表 了 模 6 的 一 个 剩余 


0 Вх. хо АНХ н NRA, 那么 xi 二 хо (пойт т). — ИЕ. 
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类 ， 我 们 称 这 样 的 集合 为 模 6 的 -- 个 完全 剩余 系 . 


A 


21. Иа, ,а, а, а. аа, 是 整数 ， 而 且 任 何 两 个 都 不 对 模 
6 同 余 ， 它 们 是 否 构成 模 6 的 一个 完全 剩余 系 ? 

22. # a = b(mod6 ) mi Ec = d (тоб), Æ #а+с== 
b +d (тойб) ШН. a— c = b -d (m0d6)? 

23. 用 完全 剩余 系 0,1,2,3,4,5 做 出 模 6 的 加 法 表 ( 见 问题 
LID, KETE ARR? 单位 元 是 什么 有 没有 一 个 元 素 , Е 
成 这 个 群 ? 

24， 用 完全 剩余 系 12, 一 5,8, 一 3, 一 8, 23 做 出 模 6 的 加 法 
表 . 这 个 表 的 结构 与 上 题 中 的 表 的 结构 是 否 一 致 ” 单位 元 是 什么 ? 
有 没有 一 个 元 素 ， 它 生成 这 个 群 ? 

25， 设 {a а, а, а, а, а, ЈЕ 6 的 任 一 完全 剩余 系 ,能 否 
用 这 些 元 素来 做 一 个 群 表 , 使 得 当 а +a =a, (mod6) 时 , а, Жа, 
уа А 完全 剩余 系 上 的 这 种 加 法 , 称 为 对 模 6 的 加 法 . 这 个 表 
与 问题 23 中 的 表 -- 定 有 同样 的 结构 吗 ? 单位 元 是 什么 ? 有 生成 元 
吗 ? 

26 їйа==Ь (тойп) Нс = 4 (тоал ), EH a+c =b+d 

‘(mod n) На-с=Ь- а (тойн). 

27. 用 表 2.2 中 列 出 的 群 (Z+), (Zio, + ) 的 例子 ， 在 

对 模 3, 4, 5,6, 7, 8, 9, 10 的 加 法 下 ,分 别 确定 以 下 各 个 数列 
1,1+1,1+1+Т,... 
2,2+2,2+2+2,... 
3,3+3,3+3+3,... 

中 的 前 十 项 . 

28. 数列 1,1+1,1+1+1,… 是 全 包含 任意 模 的 所 有 剩 
余 类 ? 为 什么 ? | 

29. 数列 2,2+2,2+2+2,… ERUS EER РТ A Ж 
RE? 剩余 类 全 被 这 个 数列 所 包含 的 模 有 没有 一 个 表示 式 ? 剩余 
类 不 全 被 这 个 数列 所 包含 的 模 有 没有 一 -个 表示 式 ? 能 否 给 出 证 明 ? 


30. #21 3,3+3,3+3+3,... 是 否 包含 任意 模 的 所 有 剩 
余 类 ? 剩余 类 全 被 这 个 数列 所 包含 的 模 , 有 没有 一 般 的 表示 式 ? K 
余 类 不 全 被 这 个 数列 所 包含 的 模 有 没有 一 般 的 表示 式 ? 能 否 给 出 
证 明 ? i 

31. ЕЖн=7,8,....16 中 , 哪 -个 模 的 剩余 类 都 包含 在 数列 
6.6+6,6+6+6,... 中 ? 


Ф 22 
模 3 加 法 
0 1 2 
І 2 0 
2 0 1 
模 4 加 法 
0 1 2 3 
| 2 3 0 
2 3 0 1 
3 0 1 2 
模 5 加 法 
0 | 2 3 4 
1 2 3 4 0 
2 3 4 0 1 
3 4 0 1 2 
4 0 1 2 3 
模 6 加 法 
0 1 2 3 4 5 
1 2 3 4 5 0 
2 3 4 5 0 1 
3 4 5 0 | 2 
4 5 0 1 2 3 
5 0 1 2 3 4 
模 7 加 法 
0 1 2 3 4 5 6 
1 2 3 4 5 6 0 
2 3 .4 5 6 0 | 
3 4 5 6 0 1 2 
4 5 6 0 1 2 3 
5 6 0 1 2 3 4 
6 0 | 2 3 4 5 


模 8 加 法 


wD +— сї сб е] 
cr 
чумо г Ф сч с чү 
я чоогу сое с сл 
оо Ф еч 
єзї сф чу МО г- Ф - 
= осел рч о ~ Ф 


Ф — сс ч ч 0 г- 


Ж 9 加 法 


© Ф = сч со ч} мъ 4 г 


г оо Ф с б рч 0 


Оо сз 00 Ф сч со рч 


м М г— оо с =з Ч сл р 


чт чч мо с оо о сч сб 


се чу чу мо с со Ф — єч 


сре ў м, С ГУ 2с Фф — 


ж сї сс, чү чмо мо г- ос Ф 


Ф жч сч со р мо М г- оо 


Ж 10 加 法 


с Ф н ече <р чө М г- оо 


охо Је об чм 0 г- 


Г 00 Ф Ф еч сб ў м хр 


м сз оо = Ф —_ сч съ ч ч 


шо 00 Ф сч ст ч 


ч ст б т о сіе 


мчс оо О Ф ~ сч 


сч еб чё мо О С оо © Ф — 


с <р мэ 0 г— оо © Ф 


ФН чоч ч ог оо м 


模 11 加 法 


ФФ есчо чч 0 г- оо е 


Фронт О г- оо 
90 О Ф Ф т сч с ч чо хо с 
сюпео-аочюо 
љо хоо чч 
мог оо оо соб 
» 
тюб оос 
сл чл юг оо тоот AQ 
чоч ч ог оо тоо — 


— сз с О г- оо е о Ф 
= 


Ф — сч с ч 0 мо сз оо = Ф 
= 
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Ф — см со = чэ О г- оо сх со 
一 一 


模 12 Е 
模 13 加 法 


Ф н сч б м О г- оо Ф о 
= 


li 


сч Ф СЧ со =р му О сз оо с Ф 


Фо — с сл чм О с оо т с 
— = 


模 14 mik 


со Ф — с сеч} м МО г— оо е о сч 
一 = = = 
AM O Nm N оса 
一 一 一 


ZNS —4 с с) чү чэ \О г- со х о 


Ф = Чс Ф +— с со р чэ О г- ОО 
= 一 一 


31 > 


0 1 2 3 4 56 7 89 10 11 12 13 4 
123 4 56 7 8 910 и 12 13 0 
2 3 4 56 7 8 91011 12 B 14 0 1 
34567891112 B 14 0 1 2 
45 6 7 8 90111213 14 0 1 2 3 
678 91011121314 0 ! 2 3 4 
6 7 8 91011121314 0 1 2 3 4 5 
7 8 91011121314 0 1 2 3 4 5 6 
8 91011121314 3 4 5 6 7 
910 H 2 13 4 0 123 4 5 6 7 8 
01121314 0 12323 4 5 6 7 8 9 
1 12 13 4 0123 45 6 7 8 9 10 
12 13 14 0 123456 7 8 9 10 H 
13 14 0 1234567 8 9 10 11 12 
4 0 12345678 910 11 12 13 
Е 16 加 法 
0 12345678 9 10 1 12 B 14 15 
12 345678 910 11 2 13 14 15 0 
21 4 5 6 7 8 91011 12 B 14 15 0 i 
3 4 5 6 7 8 9 101112 B 14 15 0 1 2 
45 6 7 8 910111213 14 15 0 1 2 3 
567 8 91011121314 15 0 1 2 3 4 
67890112 13 1415 0 1 2 3 4 5 
7 8 9 10 и 12 13 1415 0 1 2 3 4 5 6 
8 9 0 1 12 13 415 01 2 3 4 5 6 7 
9 10 1l 12 13 14 15 012 3 4 5 6 7 8 
10 11 12 13 14 15 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
И 12 13 1415 0 1234 5 6 7 8 9 10 
12 13 14 15 0 1 2 3 45 6 7 8 9 101 
3 14 15 0 122 4 56 7 8 9 10 1 р 
415 012345607 8 9% 1 11 12 13 
5 0 12345678 9 10 11 12 13 14 


32. 如 果 数 列 a,a+a,a+a+a,… 包含 乙 的 所 有 元 素 , 则 
Жа 是 群 (Z, ,+) 的 生成 元 . 举 出 (Z, 二)，(Z,,+ )，(Z，,+ ) 及 
(Zeo + ) 的 生成 元 . 

说 明 为 什么 这 些 群 中 任何 - -个 的 生成 元 都 不 是 偶数 

试 猜 测 (Z, + ) 的 生成 元 的 个 数 . 

33. Ж (7, +), (7,.+), Zy + ) 的 生成 元 . 

说 明 为 什么 3 的 倍数 不 是 这 些 群 中 任何 一 个 的 生成 元 . 
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АНИ (Zx , + ) 的 生成 元 的 个 数 . 
34 Жл 考察 数列 as,a+ wa,a+a+a,… 你 能 不 能 断定 
在 n 项 之 后 这 个 数列 就 重复 了 ? 
35， 你 在 问题 27 中 号 下 的 每 个 数列 中 , 第 -一 个 重复 的 数 是 
什么 ? 
36. 假设 在 数列 
а, 2а, За, ... той n 
中 , 在 na+a 之 前 出 现 了 重复 . 特别 地 ， 设 第 一 个 重复 出 现在 项 
ka, 它 与 前 面 的 项 ja 重复, 即 ka 二 la (mod n), 1<1<к. 证 
明 在 第 上 一 /十 1 项 一 定 已 经 出 现 了 重复 ， 所 以 /= 1, 
37. 假设 在 数列 
а,2а,3а,... modn 
中 的 第 一 次 重复 是 Ка =а (той n), 1 <k<n, Найн 必定 
有 一 个 公共 的 素 因数 . 
38. 设 gcd (a,n) 关 1, 证 明 a 不 是 (Z, + ) 的 生成 元 . 
设 gcd (а, п) = 1, 证 明 数列 


а, 2a, За, ..- mod n 


在 第 n+1 项 之 前 无 重复 ， 从 而 推出 a 是 (Z, ,+ ) 的 生成 元 . 
Euler 的 ф 函数 


39. Euler Ж ф (n ) 表 示 (Z, ,+ ) 的 生成 元 的 数目 , 或 等 价 

№, И а 号 出 当 n=1， 
，10 时 的 o (п ) 的 值 . 

40， 利用 表 2.3 写 出 
ф@), 9(4), ф(8), ф(16), Ф(32), о (64), ф(128), ф(256) 
的 值 . 

确定 o (2" ) 的 值 . 

41， 利 用 表 2.4 写 出 


Ф(), ФО), o7), ф(81), ф(243 ) 的 值 . 


确定 p'(3" ) 的 值 . 
表 2.3 
1 2 з 4 5 6 7 8 
9 10 I о 15 l6 
17 18 9 20 31 2 B 24 
5 в 27 № 29 30 и 32 
33 34 35 36 3 38 39 4 
41 42 43 4 45 46 47 4 
49 50 5 52 53 54 55 56 
57 58 55 60 6l 62 63 6 
65 6 67 68 6.710 пт 72 
з 74 75 в 7 в 79 80 
81 82 83 84 85 86 87 88 
89 90 9 92 93 94 95 96 
97 98 99 100 101 102 103 104 
105 106 107 108 109 110 11 12 
113 114 115 16 117 18 119 120 
121 122 123 124 125 126 127 128 
№ 24 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 
0 и 12 B M 15 16 17 B 
19 20 21 22 23 24 25 26 27 
з 29 30 31 32 33 34 35 36 
7 38 39 4 4 42 43 44 45 
46 47 48 4 5 51 52 53 54 
55 56 57 5 59 60 61 62 63 
64 65 6 67 6 9 70 7 т 
з 74 75 6 7 в 79 80 8 
82 83 84 85 8 87 88 89 90 
99 92 93 94 9 96 97 98 9 
100 101 102 103 104 105 106 107 1% 
109 110 11 112 13 14 115 116 117 
118 7119 120 121 122 123 124 125 126 
127 128 129 130 131 132 133 134 135 
136 137 138 139 140 141 142 143 14 
145 146 147 148 149 150 151 152 153 
154 155 156 157 158 159 160 161 162 
163 164 165 166 167 168 169 170 171 
172 173 174 175 176 177 178 179 180 
181 182 183 184 185 186 187 188 18 
190 191 192 193 194 195 196 197 № 
199 200 201 202 203 204 205 206 207 
208 209 210 211 212 213 214 215 216 
217 218 219 220 221 222 223 224 255 
226 227 228 229 230 231 232 233 234 
2235 236 237 238 239 240 241 242 243 
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42， 利 用 表 2.5 ЕН 
ФС), ф(25), gp (125 ) 的 值 . 
确定 o (5" ) 的 值 . 
43. 对 于 任意 素数 已, КА o (p" ) 的 值 ， 并 给 出 证 明 . 
44 %0(0)ф(6) 5 ф(3)ф(4). 哪 一 个 等 于 pp (12)? 
45. Жф2)59)5%(3)о 6). 哪 一 个 等 于 p (18 )? 
46. 证 明 : 一 般 来 说 ,9 ab)+ ф (а)ф ©). 对 使 (ab)= 
ф (а )ф (2 ) 的 数 a 和 5 做 一 个 猜测 . 
47. 问题 6 中 所 求 的 表 是 
模 4 


以 3 为 因数 的 数 在 什么 位 置 ? 
以 2 为 因数 的 数 在 什么 位 置 ? 
不 与 12 互 素 的 数 是 否 一 定 有 因数 2 或 3? 
从 表 中 删 去 以 2 或 3 为 因数 的 数 . 
未 被 完全 删 去 的 行 有 多 少 ? 
未 被 完全 删 去 的 列 有 多 少 ? 
这 些 行 数 和 列 数 与 gp (12) 有 什么 关系 ? 
48. 利用 下 表 ， 通 过 删 去 适当 的 行 和 列 ， 说 明 
0 (36)=ф@)ф ©). 
зел 


16 2 30 22 14 6 34 26 
327 19 ll 3 31 23 15 7 35 


49 如 果 …- 个 整数 不 与 432 = 16 27 互 素 ， 它 是 否 一 定 有 
< 因数 2 或 3, 或 两 者 都 有 ? 

如 果 一 个 整数 不 与 432 互 素 , 证 明 它 与 0, 2,4, 6,8,10, 12 或 
14 中 的 一 个 对 模 16 同 余 ， 或 者 与 0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21 或 24 
中 的 一 个 对 模 27 同 余 . 

推导 Ф (16 :27)= 9 (16)ф (27). 

50. т 5n ER, 证 明 任何 一 个 与 т 不 互 素 的 数 一 定 与 
m 有 素 公 因数 , 或 与 n 有 素 公 因数 , 或 是 二 者 兼 有 . 若 将 mn ЛЖ 
0, 1,2,… ,mn 一 1 #тухп КЛЕЯ, ЕЮ НЯ т 
同 余 的 数组 成 , 它 的 列 是 由 对 模 同 余 的 数组 成 ， 然 后 删 去 所 有 
不 与 mn 互 素 的 数 ， 证 明 任 何 -- 个 被 删 去 的 数 所 在 的 行 和 列 中 ， 
必 有 一 个 被 完全 删 去 ,或 二 者 都 被 完全 删 去 . 由 此 推出 gq (тп) = 
Ф(т )ф (1). 这 就 是 “9 为 积 性 函数 "的 含义 . 
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51， 利 用 上 题 证 明 : дф (23°5) = р (2°) (3° )ф (5°). 
52. 用 归纳 法 证 明 : Fp, Pe , р, 是 不 同 的 素数 ， 则 
POP Pp )== ppu) ф,%).--ф p), 
53， 利 用 问题 43 证 明 | 
1 


ain 22, 22 I- — .. — — 
Q (PEP P,” ) = PEP р,” ( (1 5- =). 


54. Ko (60) Ш — Е" 60 的 数 所 组 成 
的 集合 , 并 且 只 去 数 这 个 集合 中 的 元 素 ， 于 是 
ф (60) = 60- (以 2 ,3 或 5 为 因数 的 数 的 个 数 ) 
= 60- (12 过 数 的 数 的 个 数 ) 
(以 3 为 因数 的 数 的 个 数 ) 
一 (以 5 为 因数 的 数 的 个 数 ) 
+ (以 2 和 3 为 因数 的 数 的 个 数 ) 
+ (以 2 和 5 为 因数 的 数 的 个 数 ) 
+ (以 3 和 5 为 因数 的 数 的 个 数 ) 
一 (以 2 ,3 和 5 为 因数 的 数 的 个 数 ). 
求 出 括号 中 的 数值 并 验证 о (60)=p 4)p 3)o (5). 
55. 推广 上 题 并 证 明 ; #р, 4 ,r 是 不 同 的 素数 ， 则 
pe abn 1 1 I 1 1 1 1 
ф ("47° )= рё? а p g rty t mt p sr 
由 此 及 问题 43， 证 明 
ф (р°4°т°) = ф (р°)ф (9° }ф @°). 
56. 推广 上 题 的 论证 ,对 于 有 四 个 不 同 素 因 数 的 数 ， 计 算 
Euler 的 ф Я. 


Euler 函数 对 约 数 求 和 


57，6 的 因数 是 1, 2 ,3, 6. 求 
Ф@)+Ф@)+ф(3)+ (6). 
8 的 因数 是 1, 2,4, 8. 求 
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Ф@)+фФ@2)+фФ@)+е@). 
12 的 因数 是 1, 2, 3,4, 6, 12. Ж 
Ф(1)+ф(02)+ф(3)+ф(4) +ф(6) +ф(12). 
将 这 些 结果 写成 下 面 的 形式 : 
Уу Ф@)= ‚ Уф()= ‚ УФ@а)= 


4\6 ШЕ 

58. 把 从 1 到 12 的 数 排 成 一 行 . 

凡是 与 12 互 素 的 数 ， 在 它 下 面 划 条 线 . 这 种 数 共有 о (12 = 
4 个 .把 没有 划 过 线 的 数 再 写 在 第 一 行 下 面 . 

在 第 二 行 中 ,凡是 被 2 ИЕН У 22 = 6 互 素 的 数 ， 在 它 
下 面 划 条 线 ， 这 种 数 共有 о (6) = 2 个 ， 把 没有 划 过 线 的 数 再 写 
在 第 一 行 下 面 

三 行 中 ,在 凡是 被 3 整除 并 且 商 与 己 - = 4 互 素 的 数 的 下 面 
UR. 这 种 数 共有 9 (4] = 2 个 . 把 没有 划 过 线 的 数 再 写 在 第 三 
行 下 面 

第 四 行 中 ,在 凡是 被 4 整除 并 且 商 与 她 -= 3 互 素 的 数 的 下 面 
” 划 线 .这 种 数 共有 9 (3 ) = 2 个 ， 把 没有 划 过 线 的 数 再 写 在 第 四 
ГЕШ. 

第 五 行 中 在 被 6 整除 并 且 商 与 - 蕊 -= 2 互 素 的 数 的 下 面 划 线 . 
这 种 数 有 9 2 ) = 1 个 .现在 ， 只 有 被 12 整除 的 数 没有 被 划 过 线 ， 
这 样 的 数 恰 好 有 一 个 . 

试 刻画 每 一 行 中 被 划 过 线 的 数 的 特征 . 

59， 如 果 把 数 1, 2,…,n 排 成 一 行 ,并 且 按 上 题 的 方式 来 划 
线 . 假定 上 的 约 数 按 递增 顺序 排列 是 1=d, dis dn ,以 
及 gcd (а, п) =а,, 试问 数 a (1 <agn) 将 在 哪 一 行 被 划 线 ? 与 数 
а 在 同一 行 的 数 当中 ， 有 多 少 个 被 划 线 ? 

60. Ш LoDo ). 

аіп d|n 


61. ЖХЛ n)=} oad), 利用 问题 43 证 明 : 对 于 任意 的 素 
din 


Жр, Г ФЭ=Р*. 

62. 只 利用 f 的 定义 和 当 т, п 互 素 时 p Cn )o п) = фтп) 
这 一 事实 , 证 明 ГОУ @)=/ V2)， 由 此 推出 f 02)=72. 

63， 设 m 和 nn 互 素 ,说 明 下 面 每 一 步骤 的 合理 性 : 


fay @)=Уф а) - Уфа’) 
ат dhn 
= У old)o(ld’)= У Фа’) 
4т.а'п dyn,d'|n 
= У ф(44 )=/ (тп). 
dd ти 


64. 利用 问题 61 和 上 题 证 明 : 对 于 所 有 的 正 整 数 n,f (п) и. 
这 个 结果 是 证 明 素数 模 的 原 根 存在 性 的 关键 步骤 (问题 3 .61). 


注 记 与 答案 


参考 书 见 书目 : Davenport (1968 ) Оте (1948 ) Меи (1979), 
1. 45 在 同一 列 . 
2. HA a-a=0=6 0, Д а== b (mod 6) 
a= b (mod 6)=a-—-b= bk» Б-а=6 (-—К) 
=b = a (mod 6). 
a= b (mod 6)!3 b = c (mod 6) 
—=>а-Б=6К Уһ – с= бт 
=а-с=6(к+т)=а = с(той 6). 
3. #a=6q+r, 0<ғ<6, Ш a= г(тоа 6). 
4. 在 问题 2 Нл КЖ G, 


50 4 2 
3 1 5 

6 0 9 6 3 
4 1 10 7 
8521 

7.0 28 20 12 4 32 24 16 8 
91 29213 5 33 25 17 


18 10 2 30 22 14 6 34 26 
27 19 HI 3 31 23 15 7 35 


8， 若 a 和 4b EAMA, M a= b(mod 16) ШВ. 
а = b (mod 27), N m 4a~b=16n, 而 且 a-b=2/m. 于 是 
a—b=16:27k , На = b (mod 432) .因此 每 个 位 置 上 至 多 有 
一 个 数 . 但 是 432 个 数 共 有 432 个 位 置 ， 所 以 是 一 一 对 应 的 . 

9 0 6 一 2 8 一 4 10 一 

一 1 7 一 3 9 一 5 11 

6 和 2 有 公 因 数 , ВНД, На Р mod 6) 与 4 二 b (той 2) 

ВЕЗЕ а = b (mod 6), ША а= b (mod 12). 


10 030 - ре - мя - 636 - 1848 - 
一 1 3l 一 13 43 ~ 25 55 一 7 37 一 19 49 

20 50 一 2 32 一 14 44 一 26 56 一 8 38 一 
- дя - 33 - 154 - мә - 93 

10 40 一 22 52 一 4 34 一 16 46 — 28 58 _ 
- па - 233 - 5$ - 174 - 5 


10 和 6 有 公 因 数 , ЛАШ а= b mod 10 )Ба= b (той 6) 
仅 能 推出 a = b (mod 30), ША а == b (тоа 60). 
П. m 与 n 互 素 . 


12. a=b (той т)= a— b= mk 


Е 因而 


а == b (mod n) > а-В=ий 


由 注 记 1.61 Жи |k > а-Р= тп! 
= а= b (mod ти). 
13, 由 问题 12 知道 , 不 能 有 两 个 解 . 因此 对 于 数 对 (a, ,а,) 
的 mn 个 取 法 中 的 每 一 个 , 在 т ЛЖ 0,1,2,... ,mn 一 1 中 都 
恰好 有 一 个 数 与 它 对 应 . 


14. 14. 
15. 29. 
16. 29 


17. 由 问题 13 知道 ， 
x= а, (тоа т), 
x= а, (mod т,) 
存在 唯一 解 +=5 ,0<b< mm 一 1. 利用 问题 1.60 及 问题 13 ， 
又 可 证 明 
x= b (mod тт,), 
х == а, (тоа т,) 
НЕ -Шх,0<х<ттт,-1. 
18. 假设 对 一 1 个 这 样 的 方程 有 唯一 解 , 即 存在 唯一 的 
х=Ь, О<Ь<тт,...т,,-1, 满足 
x= а, (тоа т), 
x= а, (той т,), 


х= а, mod т), 
则 由 问题 1.60 和 问题 13 知道 ， 存 在 唯一 的 x ,0<xgmm,… 
m, WE 
х == b (той тт, ...т,_,) 
5 
x= а, (тоа m,). 


由 归纳 法 得 出 结论 . 
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19. Ж. 
20. -—12=0 (той 6), -5 =| (mod 6), 8 =2 (той 6), 
—3 =3 (mod 6), — 8 =4 (тоа 6), 23 =5 (той 6). 
{6n+8jneZ } = { би+2 "ЕЙ }， 等 等 . 
21， 每 个 数 与 0,1,2,3, 4,5 中 之 一 同 余 . 不 可 能 有 两 个 数 同 
余 于 同一 个 数 ， 否 则 ， 由 问题 2 知 ， 这 两 个 数 将 互 为 同 余 . 因 
此 ， 每 个 数 恰好 取 自 -一 个 剩余 类 . 
22. a=b (mod 6) = a—b=6k, 
с =а (mod 6) = с-4=6т, 
(а+с)- Ф+а)=6(К+т) = атс = Б +а (пой 6), 
(а—с)- 6-а)=6&-т)=а-с=Ь-а (mod 6). 


23. 0 1 3 4 5 
1 2 3 4 5 0 
2 3 4 5 0 1 
3 4 5 0 1 2 
4 5 0 1 2 3 
> 5 0 1 2 3 4 
0 是 单位 元 ，1 生成 这 个 群 ，5 也 生成 这 个 群 . 
24. 12 -5 8 -3 -8 ZB 
-5 8-3 -8 23 12 
8 -3-8 B 12 -5 
-3 -8 23 12 -5 8 
-8 23 12 -5. 8 -3 
23 12 —5 8 -3 -8 


12 是 单位 元 ，-- 5 生成 这 个 群 ，23 也 生成 这 个 群 . 


25. al ... 


‚а 以 某 个 顺序 与 0, 1,2,3,4, 53H 6 ИЖ. 


Ша = і (mod 6), M а,+а, ==1+ (mod 6), 因而 这 个 表 与 问题 


23 中 的 表 构 造 相 同 ， 单位 元 是 а, =0 (mod 6), 生成 元 是 
а, =1 (тоа 6), 
这 样 得 到 的 每 个 群 都 是 群 (2, + ) 的 一 个 例子 , 群 Z+) 
可 以 定义 为 具有 对 模 6 加 法 的 一 个 完全 剩余 系 ， 也 可 以 定义 为 以 
模 6 的 剩余 类 为 元 素 的 集合 , 并 且 具 有 在 问题 22 中 所 建立 的 那 种 
由 通常 的 整数 加 法 引伸 出 的 剩余 类 加 法 . 这 两 种 描述 提供 了 相同 
的 代数 结构 . 
26， 在 问题 22 中 用 代替 6. 
27， 见 问题 28 一 30. 
28. mod3 1201201201 
mod 4 1230123012 
тоа5 1234012340 
010946 1234501234. 
11097 1234560123 
mod8 1234567012 
mod9 1234567801 
mod 10 1234567890 


是 的 ， 每 个 正 整数 具有 1+1+... +1 的 形式 . 
29. mod3 2102102102 
1094 2020202020 
11045 2413024130 
mod6 2402402402 
11097 2461350246 
по 8 2460246024 
mod9 2468135702 
mod 10 2468024680 


对 于 奇数 模 ， 数 列 .2, 2+ 2, … 包含 所 有 剩余 类 . 
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对 于 模 2k， 2,4, ‚2 (К —1), 0,2,4, ыы 
НЕ 2+1, Æ 2,4,...,2К,1,3,... 2-10, .... 


30. mod3 0000000000 
1094 3210321032 
mod5 3142031420 
mod6 3030303030 
mod7 3625140362 
mod8 3614725036 
mod9 3603603603 
тої 10 3692581470 
对 于 不 被 3 整除 的 模 ， 数 列 3,3+3,.. 包含 所 有 剩余 类 . 
对 于 模 3K, 是 3,6,…,3 (&—1),0,3,6,.... 
对 于 模 3K+1, 是 3, 6, ..., 3k, 2,5, ...,36—1,1,4, ...,ЗК 
-2, 0, ..., 
HPR ЗЕ 2, 3, 6, ..., 3,1,4, ...,36+1,2, 5, ..., ЗК 
—1,0, 3, .... 


31. 7,11, 13. 
32. (Z+) L 
(Z+) 1.3, 


(Zs, + ) 1,3,5,7, 
(Z+) 1,3,5,7,9,11,13,15. 
对 模 2:, 任何 偶数 不 能 生成 奇数 . 
La HANER. 
33. @,,+) 1,2, 
(Zs, + ) 1,2,4,5,7,8, 
(Zs+) 1,2,4, 5,7,8, 10, 11, 13, 14, 16, 17, 19, 20, 
22, 23, 25, 26, 
对 模 3*,3 的 任何 倍数 不 能 生成 形 如 Зп + 1 的 数 . 


(Фи, +) Я 2 .3 个 生成 元 , 

34. па+а== а (той п), па+ Ка == Ка (той п). 

35. 数列 中 的 第 一 个 数 . 

36. #ka =la (той п), H] ka-la =0(mod n), АШ 
ka-la+a =a (той n), (К—-1+1)а= a(mod n). 由 于 第 大 
项 是 首次 重复 ， 所 以 上 - /+ 1>K, /过 1， 因此 [= 1. 

37. Ж Ка =а (mod п), (4-1) а==0 (mod n ), F 
是 njal(k 一 1). 1 вед (а, п) =1, Д ЈА 1.61 知道 п|К—1, 
但 是 0<Kk 一 1<n, 所 以 n PREE k 一 1 的 因数 . 因此 ,4a 与 4 有 公 
因数 . 

38. Fi ged (а,п)=4#&1\, ДВ n, a 不 能 生成 不 被 d 整 
除 的 数 . 

由 问题 1.61 31, Æ рой (4a,n)=1, 则 nk 一 1. 因此 kk 一 1 
>п, К>2п+1, 可 见 数列 的 前 п 项 是 不 同 的 ， 所 以 a 生成 这 个 群 . 

上 面 的 十 九 个 问题 都 涉及 定义 群 Z, + ) 并 且 确 定 它 的 生 
成 元 . 设 数 aea ,以 0,1,…,n 一 1 表示 模 n 的 n 个 剩余 类 ， 
则 当 gcd (a,n)= 1 时 ， a 必定 是 (Z, + ) 的 生成 元 . 

39, Ф(1)=1 1, 

Ф@)=1 1, 

ф(3)=2 1,2, 
ф(4)=2 1,3, 
ф(5)=4 1,2,3, 4, 
ф(6)=2 1,5. 
ф(7)=6 1,2. 3,4, 5, 6, 
ф(8)=4 1,3, 5,7, 
ф(9)=6 1,2,4,5,7,8, 
ф(10)=4 1,3,7, 9, 

40. ф02)=1, ф 4)=2,ф (8)=4,ф(16)=8,ф 62)=16, 
ф (64) = 32, ф(128)= 64, p (256) = 128, 
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9 (2" ) = 2 ， 奇数 是 生成 元 ， 偶 数 不 是 . | 

41. 0ф(3)=2, ф(9)=6, p 07)= 18, ф 81) = 54, ф 043) 
= 162, ф (3*)=2.3"'. 每 第 三 个 数 有 因数 З. 

42, ф (5)=4, ф (25)= 20, ф(125)=100, ф(5")=4 · 5"-!, 
每 第 五 个 数 有 因数 5. 

43. ф(р")= (р—1)р"!, Щр АЖ, RA 的 倍数 才 
Ыр 有 公 因 数 ， 小 于 或 等 于 p" 的 这 种 数 愉 好 有 р, МЫ 
o (р") = р" р"! 

记 住 这 个 结果 很 要 紧 . 2 

44. ф(2)ф (6) =2, ф(3) ф4)=2 :2=4= 0 (12). 

45. ф0)0ф (9) = 6=0 (18), о (3) (6) =4, 

46. ф (2)ф (6) ф (12). 

Ж gcd (а, Б) =1, Мор) = (а) (b). 证 明 在 下 面 的 注 
їс 50. 

47. (0) Ө) (6) G) 

(4) 1 10) 7 
@) 5 C) 11 

剩 下 了 epG) 行 ，p (4 ) 列 . 

48. ©) (28) (20) (2) (4) (32) (24) (16) (8) 
©) 1 29 (21) 13 5 03) 25 17 
(18) 10) (2) (30) (22) (14) (6) (4) (26) 
(27) 19 И (3) 31 23 (15) 7 35 


RIFT о (4) 行 , 9 OI. 

49. 车 两 数 有 公 因 数 ， 则 必 有 一 素 公 因数 .有 因数 2 的 数 恰 
好 是 与 0, 2,4, 6, 8,10, 12, 14 对 模 16 同 余 的 那些 数 ， 有 因数 З 
的 数 恰好 是 与 0, 3, 6, 9,12,15,18, 21,24 对 模 27 同 余 的 那些 数 . 
任何 一 个 与 432 不 互 素 的 数 有 因数 2 或 3, 或 两 者 都 有 ， 与 432 
互 素 的 数 恰好 是 与 1, 3, 5, 7, 9,11, 13,15 对 模 16 同 余 同 时 又 与 


1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 11, 13, 14, 16, 17, 19, 20, 22,23, 25, 26 对 模 
27 同 余 的 那些 数 ， 因 此 ,这 种 数 有 op (16 )p (27 ) 个 . 

50， 如 果 gcd (a ,mn)=d 关 1， 那么 d 必 有 某 个 素 因数 p, 于 
是 plmn， 所 以 plm 8 ріп. 

如 果 pim， 那 么 与 a 在 同一 行 的 每 个 数 都 有 因数 р, 这 是 因 
为 从 a =b (той т) = b=a+mk， 所 以 pl|b. 

类 似 地 ， 如 果 pln， 那 么 与 a 在 同一 列 的 每 个 数 都 有 因数 р. 

不 全 被 删 去 的 行 数 是 ¢ (т). 

不 全 被 删 去 的 列 数 是 wp п). 

所 以 oO (тп) = ф (т )ф (п). 

一 当 我 们 知道 了 对 于 任何 素数 p 有 @ (р") =р" р"-!, ДАФ 
是 积 性 函数 , 我 们 就 可 以 利用 算术 基本 定理 对 任意 的 n 去 确定 
9 (n ) 的 值 ， 这 个 技巧 值得 记 住 . 

51. ф (2*3'5°)=ф (2"3')ф (5°)= ф (2°) (3°) (5°), 

52. 假设 p (р... р“! )=ф(р\!)... ф ”i ) 成 立 ,利用 问题 
50 就 可 推出 对 有 x 个 因数 的 情形 也 成 立 , 所 以 由 归纳 法 就 证 明了 
所 要 的 结论 . 

54. 60/ 2 个 数 有 因数 2. 

60/3 个 数 有 因数 3. 
60/ 5 个 数 有 因数 5. 
60/ (2 :3 ) 个 数 有 因数 2 和 3. 
60/ (2 .5 ) 个 数 有 因数 2 和 5. 
`60/ (3 :5 ) 个 数 有 因数 3 和 5. . 
60/ (2 .3 : 5) 个 数 有 因数 2 ,3 和 5. 


00 60 60 60 60 


Ф (60) -60- 5-5 5 +35 о 
60 60 
235 
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1 1 1 
1 1 1 


= ф @)ф (3)ф (5), 


1 1 1 1 1 
а ть — рар рсса 一 —— 
56. ф (рд? 5) =р“ 5 -TF-7 s tpg 
1 1 l 1 1 1 
тї р! ш! з уз 4 rp 
1 1 1 


5р4 рд" pars ) 
apers A-Aa- у )@--)@--р). 
我 们 对 ф (п) 的 值 的 研究 到 此 为 止 . 
57. Уо(@)=6, Уф@а)=8, Vold)=12. 
4\8 


416 


4\12 
S8, 1 2 345 6789 ПИ 12 
234 6 8 9 10 12 
3 4 6 8 9 12 
4 6 8 12 
6 12 
12 


# gcd (а, 12) TAH. d 是 12 的 第 i 个 约 数 ( 按 递 增 顺 序 )， 
则 a 在 第 i 行 时 被 划 线 . 


图 2 . 1 是 对 本 是 的 图 解 ， 画 出 了 经 过 原点 而 且 斜 率 是 T7 


(n=1,2,…, 12) 的 那些 直线 . 每 条 直线 上 离 原点 最 近 的 格 点 了 
被 画 上 了 圆圈. 


C ЖЩ К. 两 个 坐标 都 是 整数 的 点 称 为 格 点 . 一 一 ИЖЕ. 
. 48. 


Ф ы 4 


921 
59. 车 gcd (ап) = 4 , 则 a 在 第 i 行 时 被 划 线 , 数 集 {x|l<<x 

<n, вой (к,п) = 4, } 5 ф COAR -T 互 素 的 数 一 一 对 应 . 
60. Fol)=p0) to0)+to8)+od) to 6)+0 (2) 


9112 


у Ф012 )=ф@2 )+ф6)+Ф6)+ф6)+ф (2)+0 (1). 
d 


4112 

61. Г") =ф (р°)+ф (р°-!)+..-+ф(фр)+Ф(1) 
= (*—р*°\)+(р®'—р?)+...+(р-1)+1 
=р*. 

建立 等 式 / (p*) =p* 之 后 , 只 要 能 证 明 / 是 积 性 的 , 那 就 可 

以 利用 算术 基本 定理 来 确定 f (п). 
62. OV @)= (р 01)+ф(3)+ф09)) фа) +ф(2)+ фі) 
+9G)) 


= ф (1) (1) +ф (1) ф 02) +0ф (1)ф 4) 
+o (1) (8) +0 (3) ф (1)+ оф В) (2) 
+ф (3 )ф (4) +0 (3) (8)+ д (9) (1) 
+ф (9)ф (2) +0 Op 4) +ф09)ф (8) 
= ф(1)+ф 0) +ф (4) + (5) +0 (3)+0ф (6) 
+0 (2)-+ф (24)+ф 9)+ф (18)+ф (36)+о (72) 
=f (72). 


63. (1) ЕХ, и) RAZA., (i)o 积 性 ; m, n ЕЖ, 
(у) т, n НЗ, С) 定义 . 

这 里 的 结果 证 明了 /是 积 性 的 . 

64. Л Фї-ерг)= / (ра) --- р pr) (由 问题 63) 


=pu...p™ (由 间 题 61 ) 
历史 注 记 


中 国 剩余 定理 是 在 中 国 和 其 他 一 些 国家 ,大 约 在 公元 初 年 所 
提出 的 一 类 问题 的 通 解 . 虽然 在 1760 Æ, L ,Euler 发 表 他 最 早 的 
一 些 算术 论文 时 就 用 到 了 wp (п), 但 现在 所 用 的 符号 “gp (nY Æ 
1801 年 C .F.G auss 在 他 的 著作 <Disquisitiones Arithmeticae>> 
中 引进 的 ， 而 且 ,， 在 这 本 书 里 发 表 了 УФ (4 )=n 这 个 结果 . 使 

dln 


用 商 群 的 语言 与 记号 Z, 来 研究 算术 性 质 , 则 是 二 十 世纪 的 事 了 . 


第 三 章 Ж Ж 法 


Fermat 定理 


1. 6 ==14 (той 4)H3=-1(mod 4),6 -3 =14(-1) 
(mod 4 ) 是 否 成 立 ? 

Æ a=b (mod 4) H. с=4 (тоа 4), ВАЕН ас=Ьа 
(тоа 4)? 

2， 对 模 4 的 完全 剩余 系 { 一 4,5,2 ,- 1) 构 造 一 个 模 4 的 乘 
法 表 , 它 与 问题 1 . 14 中 的 表 是 否 有 相同 结构 ? 

3. Жа=Ь (mod и) Мс =4 (той п), #195 ас- Ба 
= @-Бс+ьЬ (с-а) ПЕН ас = Ба (mod п). 

4, а, o , a 是 模 半 的 完全 剩余 系 , Ш аа, =а, (той п) 
时 ,定义 a Ба, 对 模 半 的 乘积 为 ak. ax 是 否 唯一 确定 ? 

有 没有 元 素 az ,使 得 对 于 所 有 的 i, ага, =а, (той n)? 

有 没有 元 素 a; ， 使 得 对 于 所 有 的 i, aja; =a; (той л)? 

5， 设 gq,… ,4 与 5b1,… ,b, 都 是 mod п 的 完全 剩余 系 ， 
如 何 证 明 由 这 两 个 集合 所 得 到 的 模 n 乘法 表 有 相同 结构 ? 你 的 答 
RAZ, x ) 建立 了 一 个 合理 的 定义 表 . 

6， 检 验 表 3.1 中 给 出 的 对 于 模 3, 4, … , 16 的 乘法 表 ， 对 
于 每 个 n,(Z ,x ) 中 是 否 都 有 单位 元 ? 

7， 比 较 关 于 (Z;, х), (74,х), … ，(Zo,x) 的 这 些 表 中 的 
第 二 行 与 问题 2.28 的 答案 ， 它 们 有 什么 相似 之 处 ? 

8， 比 较 关 于 @2›.,5), @,х), ©, Zio, x ) 的 这 些 表 的 
第 三 行 与 问题 2. 29 的 答案 ， 有 何 相似 之 处 ? 
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模 11 乘法 


0 о 0 0 0 9 


0 0 0 0 0 


10 


710 2 


7 


510 4 9 


0 


7 


0 


се 


10 9 8 
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Ж 12 乘法 


0 0 0 
9 10 il 


0 0 0 
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0 0 0 0 0 


7 


10 


8 0 4 8 0 4 8 0 4 8 
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0 


6060606 
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4 0 84084 


8 
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3 0 9 6 3 
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0 9 6 
0 10 
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模 13 乘法 


00 000 0 0 о 0 0 


0 0 0 


п 


4 710 


8 11 1 
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36912 2 
0 4 8 
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4 


8 
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1\10 9 8 7 6 5432 


12 
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模 14 乘法 


0 0 0 


11 


00 00 о0о о 0 о 0 0 0 


4 6 7 8 910 12 13 


02468012 0 2 4 


3 
0 3 6 912 
0 4 8 12. 


8 10 12 
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26 
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4 70 в 
610 0 4 
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1028 
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40280612 


6 12 
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4 12 6 


10 


10 412 6 0 8 2 


8 2 
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12 411 3 10 9 1 8 
11 12 513 6 14 7 
9 312 6 0 3126 
о 10 о 10 0 10 5 
623 95108 4 
12 9 3012 963 
3 11412 10 8 4 2 
9 8 654 21 
模 16 乘法 

000000000 0 
6 7 8 91011 12 13 14 15 
12 144 0 2 4 6 8 101214 
2 5 81114 1 4 7 1013 
812 0 4 812 0 4 812 
43 8 13 2 712 1 611 
4100612 8 14 4 10 
10 1 815 6 13 41 29 
0808080808 
615 8 1103125147 
12 6 010 4 14 8 212 6 
213 8 314 9 4 15 10 5 
8400208400 84 
14 11 8 5 2 15 12 6 3 
4 2 0 14 12 10 8 6 4 2 
109876 54321 


9. ШЕКТ (Zx), Zx )，… (х ) 的 这 些 表 的 
第 四 行 与 问题 2 .30 的 答案 , 有 何 相似 之 处 ? 

10， 关 于 (2, ,x ) 的 表 的 第 a+1 行 与 数列 a,a+a,… (тоа 
п ) 的 项 之 间 有 何 相似 之 处 ? 

П. ЖЯ а, а+а, а+а+а, ~ (mod n) 中 , 哪 一 项 在 第 一 
次 重复 的 项 之 前 ? 

12， 在 表 3.1 中 ,对 于 哪些 模 n= 3, 4，… ,16,(Z,,x ) 中 
有 不 在 第 一 行 或 第 一 列 的 零 元 素 ? | 

13. НЕРЖ, 说 明 必 有 (Z, ,x ) 的 零 元 素 不 在 第 一 行 或 
第 一 列 的 原因 ; 证 明 含有 两 个 零 元 素 的 行 或 列 不 会 含有 2Z, 的 全 
部 元 素 . 

14， 设 p 是 素数 , 利用 问题 2.38 来 说 明 (Z, , x ) 的 表 的 每 一 
行 “ 都 含有 Z ,的 全 部 元 素 .这 就 是 赔 , 兰 0<a<p , 则 对 应 x ах 
是 Z, 中 元 素 的 一 个 置换 . 

证 明 : 从 ax=ay (mod p J Ei x = y (mod p ); 再 若 
0<b<p, WEO 5р 之 间 存 在 唯一 的 x, 使 得 ax = b (mod p), 

15， 设 p 是 素数 , О<а<р. (1,2,5, р-1)5 (а, 
2a, (p- l)a EBREA Z, 的 全 部 非 零 元 素 ? 

将 每 个 集合 的 全 部 元 素 相 乘 并 比较 这 两 个 乘积 ， 你 能 得 到 什 
АН? 利用 问题 14 中 建立 的 相约 性 证 明 а”! == 1 (modp ). 

16， 利 用 问题 14 证 明 ，(Z,, x ) 中 的 每 一 个 非 零 元 素 都 有 乘 
法 逆 元 素 . 就 是 说 , 对 于 每 个 xX 关 0 (тоа p), 存在 a 关 0 (пой 
р), 使 得 ax 三 1 (mod р). 

17. Z, 的 非 零 元 素 在 模 六 的 乘法 下 是 否 构成 群 ? 

18， 利 用 Lagrange 定理 他 群 的 阶 整除 群 的 阶 ) ПЕНН, ЗЕЕ 
Z, 的 任何 非 零 元 素 x H х’ = 1. 


© 第 一 行 除 外 ， _ Ж. 


< 57, 


19 利用 问题 15 或 问题 18 证 明 : 对 于 所 有 整数 x 与 所 有 素 
数 p 有 x? 三 x (mod p) Fermat Ж Ж). 


20. 证 明 2222 55 + 5555 7 7 整除 . 你 自己 提出 一 个 类 似 
的 问题 . 


Wilson 定理 


21， 对 于 素数 p ,以 M， 表示 Z, 的 非 零 元 素 所 成 的 集合 ， 
ЖА, (М, x ) 就 构成 一 个 群 . ЕЁМ,М,,М,,М, ЖИМ, 
中 , 求 使 x?= 1 的 元 素 x. 推广 你 的 结论 , 并 找 出 M， 中 使 得 х= 
1 的 元 素 х. 

22. М, +4, 2.4=1 8. 3:5 = 1, ЊЕН 

1-2 -3-4.5.6 = 6 (mod 7). 

23. ИЕ 1.2.3.4 -5-6.7.8-9-10 (тоа 11). 

24. 在 M， 中 , 元 素 1, 2,… , p 一 1 中 有 多 少 个 与 自己 的 
乘法 逆 元 素 不 相等 ? | 

25. HARE (р-1)! (mod p )( Wilson 定理 ). 


一 次 同 余 方 程 


26. 利用 表 3 .1 求 下 列 方程 的 解 (如 果 存在 的 话 ): 
4х =10 (mod 14), 


4х = 9 (той 14), 

9х = 2 (mod 14). 
27 .上 4 取 何 值 时 , 方程 

4х == (mod 14) 


(i) 在 0<x<14 中 有 多 于 一 个 的 解 ? Gi) 无 解 ? 

28， 设 b 是 奇数 ， 用 式 子 证 明 不 存在 整数 x， 使 得 4x = 
b (mod 14), | 

29， 设 2 是 偶数 6 = 2с), НАЛ 4х == 2с (тоа 14) 
2x ==с (тоа 7) 是 否 等 价 ?” 证 明 : М2х=с (тоа 7) 
模 7 的 唯 -… 解 能 导出 4x 三 b (тоа 14) 的 两 个 解 . 

30. ах = Б (mod n ) 对 x 有 解 ， ИЕН са (а, п ЛЬ. 

31. 者 gcd (а, п) = 1, ЩЩ 1.34 知 , 存在 整数 ， 
3, 使 得 ar+ns=1. 证 明 对 于 任何 数 b, br 是 方程 
ax 三 b (mod n) H RE. 

32. № gcd (а,п)=1, ах =b (mod п) Д М ау = b 
(mod л), ПЕН х =y (тойн). 

33. 利用 问题 31 和 问题 32 证 明 , 车 gcd (0, п) = а|Ь. 


则 F= E (mod 地 ) 有 唯一 解 (mod T). 证 明 


ах == Б (mod n) d AHR n 不同 余 的 解 . 
Fermat 一 Euler 定理 


现在 ,我 们 要 将 Fermat 定理 推广 到 任意 模 的 情形 ， 即 
模 不 一 定 是 素数 . 这 一 推广 基于 在 (Z ,，x) 内 找 一 个 群 . 

34. 利用 表 3.1 列 出 使 

ах =| (тоа 14) 

有 解 的 所 有 的 值 a. 

利用 表 3.1 列 出 使 对 应 x — ax Ж Z14 中 元 素 的 置换 的 
所 有 的 值 a. 

如 何 解释 这 两 个 集合 的 相似 性 ? 

35， 利 用 表 3 .1 列 出 使 


。 59 - 


ах == 1 (mod 12) 
有 解 的 所 有 的 值 a; 列 出 使 对 应 

X > ах 
是 Z,, 中 元 素 的 置换 的 所 有 的 值 a. 

36. п> 2 .证 明 集合 {1 ,2,… ,2-1} 的 下 述 三 个 
子 集 的 等 价 性 : 

(1) {algcd (а, п) =1}, 

(11) { ајах=1 (mod я) }, 

Gii) {ajx жах 是 Z, 的 一 个 置换 }. 

每 个 子 集中 有 多 少 元 素 ? 这 种 集合 称 为 模 的 简化 剩 
ЖА, ЯМ, ЖЖ. 

37. 证 明 当 nn 古 素 数 时 , 上 题 中 M, 的 定义 和 问题 21 
中 M， 的 定义 是 -- 致 的 . 

38， 对 n=4,6,8,9,10, 写 出 M ,的 乘法 表 . 

39. 上 题 中 所 得 到 的 表 是 否 都 是 群 的 定义 表 ? 

40， 利 用 问题 36 PM, 的 第 二 个 定义 , 证明 (М,,х ) 
是 群 . 

41. aida ‚ар ет 的 简化 剩余 系 ， 利 用 上 题 
证 明 aiai, аа, ~, аб, ФЕНЫ. 通过 
考察 每 个 集合 的 元 素 的 乘积 ， 证 明 a”” = 1 (поди) 
(Кегша! 一 Euler 定理 ). 

42. 利用 关于 子 群 的 Lagrange 定 理 , 证 明 当 gcd (а, п) 
=1 , а?! = | (тойт), 


联 立 一 次 同 余 方 程 


43. 如 果 可 能 ， 求 出 下 面 联 立 方程 的 解 (mod 30 ): 
1) x 三 1 (mod 3), (11) х=1 (той 3), 
2х = 4 (той 10); 2х = 3 (той 10); 


Gi) х=1 (mod 3), Güv) x=] (mod 3), 
3x =| (mod 10); 3х =2 (mod 10), 
44 叙述 使 方程 组 
ax == Б, (mod m), 
a,x = b, (mod m,) 


有 了 唯一 解 (mod тт, ) йу Ж. 
关于 多 项 式 的 Lagrange 定 理 


45， 用 表 3.2 判断 方程 x? =1 (той п) ЛИ 
上 的 解 (mod п), 其 中 n=3,4,5, … ，16. 为 什么 问题 21 
中 所 用 的 论证 不 能 用 于 此 处 的 每 一 种 情形 ? 
46. Т п= 5,7, 11 М 13, 利 用 表 3.2 判断 x= 
1 (под n) 有 多 少 解 ? 
计算 乘积 x 一 1) (0-2) 6-4) поа7) 5 
(х—-1)(х—3)(х—9) (тоа 13). 
ШЕ УВ х+х +1 三 0 对 于 mod 5 与 mod 11 均 无 
解 . 
47. 对 于 模 n=5,7,11 М 13, 利 用 表 3.2 判断 x= 
1 (mod n ) 有 多 少 解 ? 
计算 乘积 (1) (к 2) (к-3) 6-4) (той 5) 与 
(х= 1) (х= 5) (х8) (х 12) (тоа13). 
将 < 一 1 分 解 因 式 ， 并 证 明 x 2+1 ==0 6 mod 7 与 nod 11 
都 无 解 . | 
3.2 
З. 
0 0 
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对 模 4 HOE 
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对 模 ЙЯ 
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对 模 6 я 


00000 


4242 


44444 


对 模 7 MRF 


00000 


一 一 一 一 一 一 


对 模 8 ЮЖ 


0000000 


2400000 


4000000 


6400000 
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0 


7 
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对 模 9 ШЖ 
15 
60000000 
174 
对 模 10 юж 
09000009090 
4646464 
555555 
6666666 
р 11% 
0 0 0 0 о 


000009090 
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30000000 
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对 模 12 的 第 
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对 模 13 №) 
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对 模 14 的 第 
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对 模 15 Е 
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对 模 16 的 家 


0 0 0 0 0 0 ооо оо оо 0 0 
I 1 L I L ȘI I 1 1 1 L l 
2 4 8 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
3 .91 I 3 9i 1 3 9H 1 3 9 
4 0 0 0000000090000 
5 9 B 1 593 1 5 913 1 5913 
648 0000000000000 
7 1 7 1 7 1 7 I 1 7 [1 7 1 7 
8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
9 1 9 19 19 1 9 1 9 | 9 1 9 
10 4 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
ll 9 3 I H 9 3 11193 и 9 3 
2 0000000000 0 0 0 0 
3 9 5 113 9 5 113 9 5 113 95 
14 4 8 0000000000000 
ts 1 i5 1 15 115 1 115 


48. HFR л=7, 1513, 利用 表 3.2 Я] x =] (mod n) 
有 多 少 解 ? 

计算 乘积 к—1)(х—3)(х—4)(х—5) (x-9) (mod 11). 

证 明 x “二 x 十 XxX ?十 x 十 1 :=0 对 mod 7 与 mod 13 都 是 无 解 . 

49. ЖК о (х), Их" 1= (x 一 1 )g(x), 其 中 n>2 
是 正 整 数 . 

50. 求 多 项 式 g (к) х "а" = (x 一 a )g (к), и> 2 
是 正 整 数 . 

51. Г (Жи КА, 证 明 f (х) —/ (a) 可 以 表示 
为 x 一 a 与 一 个 n 一 1 次 多 项 式 .Z 积 . 证 明 : ES (a) 寺 0, 则 f(x) 
НЕХ x-a., 同样 证 明 : E (x ) 是 整 系数 多 项 式 且 f (а)= 0 
(modp), ДУ x)= (х-а)в (х) (modp), 其 中 g(x) 是 4-1 
次 整 系数 多 项 式 . 

52. ETERS k, l,m, nopo q ,使 得 多 项 式 
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(х—1)(кх—2)(х—3) &-4) (-5) @-6) 
А-В (х—32)(х-3)(х—-4)(х—5) 
+1 (х-1) (2) (х-3) (х-4) 
+m (х—1) (х—2) (х—3) 
+n (x—1) (x—2) 
+p (x—1) 
+4 
等 于 x5-1? (不 必 计 算 实际 数值 ). 利用 Fermat 定理 证 明 
х=1, 2, 3, 4, 5, 6 Е х *—- 1 = 0 (mod 7)， 从 而 导出 
0 = q= p= п = m= [== k (мой 7). 
ПЕНЯ х®—1==(х—1)(х—2)(х—3)(х—4)(х—5)(х—6) 
(mod 7). 
53. 能 否 用 类 似 于 上 题 的 方法 ， 将 x -1 (mod 11) НА 
分 解 ? 
能 否 用 类 似 于 上 题 的 方法 ,将 x2- 1 (mod 13 ) 因 式 分 解 ? 
用 类 似 于 上 题 的 方法 ,将 x! 一 1 (под р) ЗА, 其 中 p 
是 任 一 素数 . 
当 疡 是 奇 素数 时 , 通过 考察 上 面 最 后 一 个 因 式 分 解 中 的 常数 项 ， 
给 出 Wilson 定理 (问题 25 ) 的 另 一 证 明 . 
54.， 如 果 x ;一 1 有 .三 个 不 同 的 零点 a, Б, с поа 197, 用 类 
似 于 问题 52 中 的 方法 证 明 
х+—1ж= (х-а) (~b) (x—ec)mod 19). 
xX; 一 1 能 否 有 不 与 a, b,c 同 余 的 第 四 个 零点 d (mod 19)? 
55， 设 р 是 素数 , 证 明 x ;一 1 不 能 有 四 个 不 同 的 零点 (тоа 
p). 
56. пж, 素数 p 大 于 nn. x" 一 1 至 多 有 几 个 不 司 
的 零点 (mod р)? | 
т Ш х?-1= 0 (mod 19) 有 三 个 对 模 19 互 不 同 余 的 解 a,5,c .一 一 译 者 注 . 


57. 用 上 题 方 法 证 明 : 整 系数 多 项 式 aox?+aix" 1 十 … + 
а, (mo 尖 0) 至 多 有 产 个 不 同 的 零点 ETERA Lagrange 定理 ). 

我 们 将 要 利用 这 个 很 重要 的 定理 来 证 明 素 数 模 的 原 根 的 在 在 
性 (问题 59, 60, 61 ) 以 及 Chevalley 定理 (И Й 75-87), 


я м 


58， 对 于 p=3,5,7,11 ,13 利用 表 3 .2 求 M, x ) 中 每 个 
元 素 的 阶 . 证 明 这 些 阶 分 别 是 2, 4, 6, 10, 12 的 因数 . 这些 乘法 
群 (M， ,x ) 是 否 都 是 循环 群 

59. ЖЕ (М, x ) 含 有 一 个 阶 为 4 的 元 素 a ,4 与 p 一 1 有 何 
关系 ? 

利用 元 素 a 构造 x 一 1 三 0 (под р) d 个 不 同 的 解 . 为 什 
” 么 这 个 方程 不 存在 另外 的 解 ? x -1 夺 0 mod р) йк а 
否 构成 (M , ,x ) 的 一 个 循环 子 群 ? 利用 “含有 d 个 元 素 的 循环 
群 与 加 法 群 (Zs , +) 有 相同 结构 " 这 个 事实 , 证 明 这 样 的 循环 群 
含有 9 (4) 个 生成 元 ; 进而 证 明 , АЖ (М, x ) 含 有 某 个 d 阶 元 
Ж. БАНЯ о @) 个 d 阶 元 素 . 

60， 以 N ,表示 群 (Mj,x ) 中 4 阶 元 素 的 个 数 ,利用 上 题 说 
出 N, 的 取 值 情况 . 

者 d 不 是 p 一 1 的 因数 , 证明 Ns= 0. 

61. 设 di,…, 4d, 是 p 一 1 的 全 部 约 数 包 括 1! 和 p 一 1),， 将 
(М , , x ) 的 元 素 按 它们 的 阶 分 类 ， 证明 

Nat+Nat: + Napol. 

利用 问题 2.64 证 明 

ф (а, + od)+ +044,)=р-1. 

利用 问题 60 证 明 ; № = ф (DR Рр- 1 的 任 一 约 数 4 成 立 ， 
从 而 N -= ф—1), 
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因为 在 M, x ) 中 有 p 一 1 阶 元 素 , 所 以 (M ,, x ) 是 循环 
FE, 

这 是 关于 原 根 的 关键 性 结果 . 问题 62 — 74 要 更 细致 地 考察 群 
(М, х )， 指 出 这 些 群 中 哪 一 些 是 循环 群 . 但 这 些 结果 在 以 后 的 
几 章 中 并 不 需要 .只 有 当 (М,, x ) 是 循环 群 时 ， 模 的 原 根 才 存 
在 А 

62. 用 表 3 .2 ЖЕ (М, х) и=4,6,8,9, 10, 12, 14, 
15, 16 )， 指 出 哪些 是 循环 群 ， 哪 些 不 是 ? (М, х ) 的 生成 元 称 

63. 看 问题 2 47 并 回忆 删 去 不 与 12 互 素 的 那些 数 的 过 程 . 

(0) ©) (6) Q) 
(4) І (10) 7 
(8) 5 (2) 11 

在 含有 1 的 那 一 列 ， 剩 下 的 未 划 线 的 数 是 否 构成 模 3 的 简化 
剩余 系 ? 

在 含有 1 的 那 一 行 ， 剩 下 的 未 划 线 的 数 是 否 构成 模 4 的 简化 
剩余 系 ? 

未 划 线 的 数 的 排列 是 否 像 是 模 12 乘法 表 的 一 部 分 ? 

1.1 1-7 
5-1 5-7 

乘法 群 M1, 可 人 否 表 示 为 群 M ; 与 M 4 的 直 积 ? 

64 ， 利 用 问题 2 . 48 中 的 表 , FARR (M, x ) 与 (M,, х) 
的 适当 形式 出 使 得 群 Mie 中 的 每 个 元 素 都 可 表 为 这 两 个 群 的 元 素 
之 积 ， 对 模 9 和 模 4 ， 考 虑 乘积 19.25， 不 计算 它 的 数值 ， 证 
ВЯ 19.25 ==7 (тоа 36), 

65， 推 广 问题 63 与 64 中 的 方法 , 证 明 若 gcd (н, п)= 1, 则 
M,,=M, xM.,. 

D 例如: 1,3; 1,7 都 可 看 作 是 群 (M4 , x ) 的 具体 形式 . _ ИЖ. 
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特别 注意 证 明 : жа == 1 (той т) Б = 1 (той п), 
аб == р (тоа т) Ж ар = а (той п). 

66. АМ, 中 选 两 个 集合 , 使 得 其 中 一 个 是 模 7 的 简化 剩 
余 系 ， 另 一 个 是 模 9 的 简化 剩余 系 ， 并 且 可 将 Ms 表示 为 M; 和 
M ,的 直 积 . 找 一 个 M6 的 子 群 , 使 其 含有 9 个 阶 为 1 或 3 的 元 素 . 

67. па, JA (М, x ) 与 M, x ) 有 相同 的 构 
造 ? 

68. $2 是 模 3, 9, 27 及 81 的 原 根 , 利用 这 点 , 求 这 些 模 的 
所 有 原 根 ， 即 求 出 群 M; ,M，,M2 及 Ms 的 所 有 生成 元 ; Я 
图 纸 或 复制 下 表 ， 把 在 下 面 表 中 的 这 些 数 圈 出 来 : 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 
10 11 12 13 14 15 16 17 18 
19 20 21 22 23 24 25 26 27 
28 29 30 31 32 33 34 35 36 
37 38 39 40 41 42 43 44 45 
46 47 48 49 50 51 52 53 54 
55 56 57 58 59 60 61 62 63 
64 65 66 67 68 69 70 71 72 
73 74 75 76 77 78 79 80 81 


显然 ， 模 9 27,81 的 每 个 原 根 都 与 2 (mod 3 ) 同 余 . 


69. 证 明 对 于 所 有 整数 К, 
Gk+1) = 1 (mod 9), 


(А+!) = 1 (mod 27), 
(3& +1)” = 1 (mod 81), 
进而 对 п 实行 归纳 法 ， 推出 А+)” == 1 (поа 3!), 
证 明 对 于 任何 п, 与 1 同 余 (тоа 3 ) 的 数 不 会 是 模 3 "的 原 根 . 
70， 设 是 奇 素数 ,a eM ,但 不 是 模 p ВИЖ, Bla =1 (поа 
р). 0<4<р-1, ПЕН: 


G) (рК+а)“= 1 (mod p), 
(1) фА+а)“ = 1+hp mod p’), 
(1) (рК+а)“= 1 (mod p°), 
áv) pk+a) =1 (mod p°), 
其 中 是 任意 整数 ,，h 是 整数 . IERS aik (mod p ) 的 数 不 能 
是 模 p ?或 p ;的 原 根 . 
71. 在 求 模 3" 的 形 如 3k 十 2 的 原 根 时 ， 为 什么 由 条 件 
Bk+2P = 1 (тоа 9) 或 Gk+2) 寺 1 (тоа 9) 
就 能 断定 3k+ 2 不 是 模 9 的 原 根 ? 用 Fermat 定理 证 明 
(3K+2)3 Æ 1 (той 9). 证 明 (3k+ 2)? Æ 1 (mod 9) 是 使 
ЗК + 2 成 为 模 9 的 原 根 的 充分 条 件 . К 的 哪些 值 满足 这 个 条 件 ? 
72. йа 是 模 p ИЖ, p 是 奇 素数 ， 为 什么 由 条 件 
(рк+ау*== 1 (modp’), 0<4<р-1 
或 (рк+ау-' = 1 (подр?) 
就 能 断定 PK+a 不 是 mod p ?的 原 根 ? 反之 ， 当 这 两 个 条 件 都 
不 成 立时 , pk+a 就 是 mod р? WRR, ЖА? 
证 明 (рК+ау“+# 1 (шой p’), 
利用 арку '=а’!+ (р Па” ?рк+р? Co ) 
= а’ '-аР?рк (той р?) 
= 1+рй-а?`?рк (той р?) 
(h 是 某 个 整数 )， 指 出 如 何 选 取 ,使 得 a+pk 是 模 p? 的 原 根 . 
73. & (pkK+ay ' = 1+ pu, 其 中 4 不 被 p 整除 (所 以 pk 
а 是 模 p? 的 原 根 ), ЧЕН (pk+a) m=1+p?v， 其 中 v 不 
ВЕ р 整除 ， 从 而 推出 pk+a 也 是 模 р? 的 原 根 . 
74. йр Жї, аж р" 的 原 根 , 证 明 数 a 与 a+p" 
中 的 奇数 是 模 2р" 的 原 根 . | 
在 本 章 最 后 的 十 二 个 问题 中 ， 我们 将 把 关于 多 项 式 的 
Lagrange 定理 推广 到 多 个 变量 的 情形 ， 并 且 证 明 某 些 多 项 式 方 
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程 的 非 零 解 的 存在 性 . 


Chevalley 定理 


75. 对 于 模 n=3,5 М7, Жх+у?+:? =0 (той п) 
ТР О,у,2)= (0,0,0) (тоа п). 

76. 假设 对 于 某 个 素数 p, 除 (x,y,z) 三 (0,0,0 ) 外 
х?+у?+2? = 0 (той р) ЖЖ. 利用 Fermat 定理 证 明 ， 对 于 所 
有 整数 x ,y ,z 有 

(к?+ у2+ 22) =l- (xr) (1-71) (L-z! y (под р) 

77. 规定 多 项 式 的 项 x“》“ КОЕ аъ ьс, QI +y? +z? y]! 
的 项 的 最 高 次 数 是 多 少 ? 写 出 1- (xr) П—у”-!) (- 27) 
最 高 次 项 . 

78， 说 明 为 什么 任 一 x 的 多 项 式 对 模 p 等 价 于 一 个 次 数 
< 了 一 1 的 多 项 式 ， 就 是 说 ， 对 于 每 一 个 整 系数 多 项 式 f (x )， 存 在 
一 个 次 数 < 一 1 的 整 系数 多 项 式 g (х), ER =g (х) (той р) 
对 一 切 整数 x 成立. 

79， 设 fr) 与 g(x) 是 两 个 次 数 < p 一 1 的 整 系数 多 项 式 , 证 明 : 
Хб) (х) (тоа p) 对 一 切 整数 x 成 立 的 充 要 条 件 是 f (к) 5а (х) 
中 次 数 相同 的 项 的 系数 对 模 p НХ. 

80. 利用 上 题 证 明 : 若 f (x ,y ) 与 g (x ,y ) 是 整 系数 多 项 式 ， 
它们 所 含 的 x 或 的 适 次 都 不 超过 p 一 1 ,而 且 f (у) (х,у) 
(mod р) 对 于 一 切 整数 x ,y 成 立 ， 则 了 5 g p xiy 项 的 系数 对 模 
рї. 

81. 怎样 推广 上 题 的 论证 ， 对 三 个 变量 x ,y ,z 的 多 项 式 来 证 
明 一 个 类 似 的 结论 ? 

р (pz)= (0,0,0) (тод р) ж х =0 (той п) у == 0 (той п) 
z= 0 (тоа л) 同时 成 立 . 在 不 会 混淆 时 ,“ (mod hw)” 可 不 写 出 来 _ 译 者 注 . 
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82 ， 将 上 题 结 果 用 于 问题 77, 证 明 问 题 76 中 的 假设 条 件 是 错 

误 的 . | 

ИЯ 在 方程 хуг+х?+у?+22 = 0 (mod р) RAR (х,у, 
z)= (0,0, 0) Е, 像 问题 76 那 样 , 求 一 个 与 (усх? 
+у?+22)7 ! 对 模 p 等 价 的 多 项 式 . 在 这 种 情况 下 , 为 什么 没 
有 类 似 于 问题 77 的 结果 ? (注意 : 对 模 3 只 有 和 零 解 ). 

84. (1,1,1 )(тодр) РЕ х?+у?+ 2 —3==0 (тоа р № 
唯一 解 的 假设 下 ， 试 将 问题 76 中 的 恒等式 加 以 适当 的 变形 ， 以 构造 
一 个 其 左 端 是 2 一 1) 次 多 需 式 ,其 右 端 是 3 Bp 一 1) 次 多 项 式 的 恒等式 . 

85. 车 想 利用 问题 76 的 论证 来 证 明 

[f бу) = 1- (1-х?!) (1-71) (1—27!) (тойр) 
Ж) х, у,2 Жз, ЛДА (х,у,:) 需要 具备 什么 条 件 ? 

86， Ж [у (х,у, z =1-@-х”-1) ул) 02071) 
mod р), 那么 对 多 项 式 函 数 /的 次 数 加 上 什么 样 的 限制 条 件 就 会 导致 
与 问题 81 矛盾 的 结果 ? 

87. 证明: 每 一 个 最 高 次 数 <n 而 且 常 数 项 为 零 的 整 系数 多 项 
ЖКУ ба, 0,7, ) 必 有 非 平凡 解 (той р)" (Chevalley 定理 ). 


注 记 与 答案 


参考 书 见 书目 : 
Оте ( 1948 ), Shanks (1978), Davenport (1968). 
1. 18- (– 14) = 32 = 0 (той 4). 
b=a+4n, d=c+ 4m, 
因此 
р а= (а+4п) (+4т)=ас+4 ат+не+4тпт } 
==ас (тоа 4), 


Т НГО, х) 0 (mod p) 有 解 (х0, х9, хо у 0,0, = .0) 
(тоа р}. ЖЖТЕ. 


2. x 一 4 5 2 —1 


-4 —4 -4 一 4 一 4 
5 4 5 2 -1 
2 一 4 2 一 4 2 
一 | —4 一 2 

3. а-Б= ћи, с-а= Кп. 


因此 

ас-Ба= ћпс+ ЬКп=п hct+ bk)=0 (mod n). 

4. аа 只 属于 一 个 剩余 类 ， 因 此 与 唯一 的 ax 同 余 . 

车 a ,三 0 (той п), Ша, а, = 0 =а, (той п). 

Фа == 1 (той п), Ша, а, =а, (mod п). 

5， 每 个 a, 都 有 唯一 的 4b ,与 它 同 余 ; 由 此 推出 的 结构 的 相似 
性 已 在 问题 3 中 证 明 . 

6， 是 的 : 1. 

7,8,9, 10 从 第 二 列 开始 ， 这 些 表 给 出 了 数列 的 前 2- 1 
项 . : 

11. 0=na (mod n)， 见 问题 2.36. 

12, 4,6,8,9,10,12,14,15,16. 

13, #n=hk, 则 位 在 第 (4 十 1 ) 行 与 第 (+1) 列 的 数 是 0. 

因为 每 行 含 n 个 数 , 所 以 有 两 个 零 的 行 少 一 个 Z, 的 元 素 . 

14, Ep 是 素数 ， 则 对 于 所 有 的 a 亲 0 (той р), Ж 
gcd (a,p)=1. 由 问题 2.38 Ж, 数列 a ,2a,3a,… 在 第 p+1 
项 之 前 无 重复 . 这 样 ， 表 中 含 a 的 行 有 p 个 不 同 的 数 ， 所 以 它 
含有 Z ,的 全 部 元 素 . 因此 x -> ax 是 Z, 的 一 个 置换 ,在 2Z， 
中 ,; 仅 当 x=y, 即 x = у (тоа р) №, 才 有 ax=ay . 另 一 个 
证 明 方法 :ax = ау (той р)=>а (х-у)== 0 (той p)=p|a X 
рР|(х—-у). Ш, хо ах, Та, ， 则 对 于 任意 的 
Ьє2,, 都 存在 唯一 的 x ,使 得 ax=5. 


15. ДЕЯ х ах 2 К, 0—0, Дх ах Ж 2, ЧЕХ 
元 素 的 一 个 置换 РЕ (1.2, ,р- 1} {а ,2а, ~, (р-1)а} 
(той р), mH. 

1:2 = р-р =а:2а = (р-1)а (mod р). 
像 问题 14 中 那样 相约 ， 得 到 1 =а?' (поа р). 

16. 5 = 1] Н а” а =i (той р). 

17. Жр^жа, аЬ 的 因数 , 则 集合 是 封闭 的 ; 单位 元 
素 是 1; 在 问题 16 中 已 证 明了 存在 逆 元 素 . 在 乘法 运算 下 , 由 模 p 
的 全 体 非 零 剩 余 构 成 的 群 ， 可 以 表示 为 定义 了 模 p 乘法 的 一 个 
完全 剩余 系 (其 中 去 掉 了 与 0 同 余 的 元 素 ) ,也 可 以 表示 为 : 取 全 
体 非 零 剩 余 类 作为 元 素 ,以 及 利用 通常 的 整数 乘法 来 定义 它 的 乘 

这 个 群 的 存在 性 是 本 章 其 余部 分 的 基础 . 在 问题 61 中 将 证 
明 ， 这 个 群 一 定 是 循环 群 . 

18. Z ВАЕ ЖЮ 一 个 p 一 1 阶 的 群 . H Lagrange Ж 
理 知道 ， 元 素 的 阶 整 除 群 的 阶 ， 所 以 必 有 某 个 djp 一 1 使 在 这 个 
群 中 有 x’= 1 成立 . РА хех |= |, 

19. 车 x 夫 0 (той р), Их”! = 15 х?=х. 

# x= 0 (mod р), х= 0=х. 

问题 15 , 18 , 19 的 结果 应 该 记 住 . 以 后 随时 要 用 到 . 

20, 2222 =3 (тоа 7), 5555 ==4 (той 7), 5555 = 
5 (той 6), 2222 =2 (mod 6). 2222°°+ 5555727 = 35442 
=12+2==0 (той 7). 

21. +1. Жх?-1 =0 (mod р), р|х-1%р|х+1. 

22. 1-2-3 -4:5 6 = (2-4) (3:5) 6 = 6 
(той 7). 

23. 1:-2-3-4-5-6-7-8-9-10 

= (2:6) (3 -4) 6-9) (7 -8) 10 = 10 = -1 
(mod 11), 


24， 凡 不 满足 x?= 1 的 都 是 . 


25, ф—1)!= -1 (mod р). 
我 们 在 这 里 证 明 Wilson 定理 ， 对 它 的 实质 比 对 它 的 应 用 更 
为 重视 . 


26. 6,13; RA; 仅 有 8 . 
27. (@)0,2,4,6,8,10.12. 
(11) 1,3,5,7,9,11.13. 
28. 4х = b (той 14) Б =4х+ 14k ,所 以 疡 是 偶数 . 
29, 2с=4х+14 Кезе=2х+7 К 52 хс (mod 7). 
但 2 .4= 1 (той 7), ЖЕ 2х = с (той 7) = 4 с 
(тоа 7). Е 14 ЛЖ 4с, 4с+1,--- , 4с+13 Ф, RÄ 4c 
和 4c+7 54с (той 7). 
30. ах = Б (тоа п) b=ax+kn = вс@ (а, n)|b. 
31. ағ+ ns=1 »arb+nsb=b=arb=b (той п), М 
ах = } (той n) 有 一 个 解 . 

. 32. ax 三 b (mod п) Ж ау = Б (тойа п)-ах=ау 
(mod п), 所 以 nla(x-y). {8 gcd(a, п) =1, 所 以 
п|х-у, х= у (той п). 

33. #gcd (a,n)=d, 则 gcd (G -7 )=1. Вах =b 


(mod n)=b=ax+kn, ХН d|b = 2 = хит ‚ 这 


是 一 个 整 系 数 方程 ， 所 以 4. х0. (той п), ШИНЫ 
31 知 它 有 一 个 解 ， 再 由 问题 32 可 知 它 的 解 在 0< x< pE 
唯一 的 ,车 r 是 这 个 解 ,那么 在 数 г, rtl, ,r+ (n 一 1 ) 中 ,只 
有 形 如 r+k 地 的 那些 数 与 + 同 余 (mod Z). 所 以 当 k= 
0, 1,…, 4 一 1 时， 就 得 到 ax 三 b (mod п) 的 不 同 的 解 
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Е, ЛЖ ах = b (той n) 6 х їй E 
© х= (тоа 也 ), 反 过 来 也 对 . 


34. а=1,3,5,9, 1, 13. 

若 x- ax 是 一 个 置换 ИЕ х, Нах=1. 

тах ==1, Ща (хЬ)=Ь ,因此 x-> ax 是 一 个 满 射 . 

35. а=|, 5,7, 11. 

36. (G1) 与 G11i) 的 等 价 性 已 在 注 记 34 中 证 明 . 

利用 gcd (а, п) =1<3 存 在 整数 x,y ,使 得 a x+ny=1 
<= x = | (той и). 
我 们 证 明了 的 与 (i) 的 等 价 性 . 

由 人) 可 知 ，-- 个 简化 剩余 系 中 含有 (п) Е. 

M ,还 可 以 定义 为 由 Z, ,+ ) 的 生成 元 所 组 成 的 集合 . 

37. gcd (4a,p)=1<>a 550 (mod р). 

这 一 点 很 重要 : 要 灵活 地 把 M ,看 成 是 定义 了 模 n RRK 
化 剩余 系 ， 或 者 看 成 是 定义 了 像 在 问题 3 中 那样 自然 地 引进 的 
乘法 的 相应 的 剩余 类 集合 . 


38. 13 15 1357 

31 3 1 3175 
5713 

1379 7531 

3917 

7193 124578 

9731 248157 
487215 
512784 
751842 
875421 


39 Ж. 
40， 显 然 1sM ，. Нар. 1 Ба=1, 所 以 M ,的 每 
个 元 素 有 一 个 逆 元 素 . Жар=|! М са =1, № (ас) (64) =1, 


所 以 M ,是 封闭 的 . 
41. 因为 M ,是 一 个 群 , x 一 ax 是 M ,的 一 个 置换 ,所 以 
{а , аи) = {а,а,, =, аас) (тоа п). 于 是 


ат Apm = аа тт аа) (mod п), ДЖАН 
1 = (а ,)°" (тоа п). i 

42. WAM „ж-о (n) 阶 的 群 , 所 以 每 个 元 素 的 阶 整 除 
ф 0)， 从 而 对 于 aeM а= 1. 

43. 0)7, 22; @) 9; (0111)7; (iv)4. 

44. Несі (а, т) = вса (а,, т,) = 及 问题 31 与 问 
题 32 可 知 ,每 个 方程 都 有 唯一 解 .利用 孙子 定理 及 god бт, ть = 1 
可 知 联 立方 程 有 唯一 解 . . 

45， 当 n=8,12,15 或 16 时 ,x:=1 有 四 个 解 . 当 n 是 
ВЖ, Ж х2 = 1 (mod л)=п|(х+1) (x 一 1) ,但 却 不 -一 
定 有 nix+1 或 n|x 一 1. 

46. то45;1, шоа7: 1,2,4. modli;1, mod13; 1,3, 9, 

(х-1) (х-2) (х-4)=хз-1 (mod 7), 

(х-1) (х-3) (х-9)= хз-1 (тоа 13). 

х?—1= (х—1)(х?+х+1), МИ х`+х+1= 0 的 解 必 
定 是 x' 一 1 三 0 的 解 . 

47. 由 Fermat 定理 得 到 : тоа 5;1,2,3,4. mod7.1,6. 
той 11;1,10, тоа 13;1,5,8,12. 

(х—1)(к—2)(х—3)(х—4)= х*—1 (той 5), 

(х—1)(х—-5)(х—8)(х—12)== х*-- 1 (mod 13). 

ха—1=(х—1) (х+1) (х?+1), ЖИ х?+1== 0 的 解 必 
Eext i= ОИ. = 

48. тоа 7;1. mod 11;1,3,4,5,9. тоа 13 ;1. 


(х-1) (-3) (кх—4) (х—5) х-9)= (х? 1) (mod 11). 
х%—1= (х—1)0#+х+х+х+1), 所 Lx 4 十 xX :十 XX 十 Xx 十 1 三 0 
的 解 必定 是 x; 一 1 三 0 的 解 . 

49. еє(х)=х"!+х” + … +х+1, 

50. g (х)=х" ах" + чах И +а"\, 

51, #7 (х) ЕВ х"”+Ь ох"! + … +b, M 
/ (х)—/ (a)=b, (а) риа +Ь(х-а), 
由 问题 50 可 知 每 一 项 都 有 因 式 x 一 4 ,所 以 
/ @)—/ @а)=в-а) 8), 

而 且 当 f (а) = 08, AS (x)= (к-а) 6 (к). 

如 果 f @ )==0 (тоа р), 那么 由 б) = -ag (х )+/ (а). 
ХИ Н/ о) (к-а) 2 <) (mod р), 

52. 选取 大 使 得 x 5 项 的 系数 为 零 ， 

选取 /! 使 得 х ЖЖ. 

选取 m 使 得 x :项 的 系数 为 零 . 

选取 n {Ж Өх? 项 的 系数 为 零 

选取 pp 使 得 x 项 的 系数 为 零 

选取 9 使 得 常数 项 为 一 1. 

53. х2 | = (х-1|) (х-2) --: (х- ф-1)) (тод р). 
4p ERRAI, р- 1 是 偶数 ， 上 式 右 端 常数 项 为 -1)!. 9 
р=2 №, Wilson 定理 是 显然 的 . 

54. &%0—1= (к-а) В к-он а) к-р (к-ат, 

45а: 1 = 0 (тоа 19), МЫ т=0 (mod 19}. 

КҖ Ь?—1 = 0 (той 19), b Æ а (той 19), ТД 
[== 0 (mod 19). 

Я Я с?-—1 = 0 (тоа 19), cÆ а,Ь (той 19), 所 以 
К == 0 (тоа 19), 

АЩ x-1 = (к-а) (-Ь) (х—с) (тоа 19). 


现在 0 三 28-1 = (4-а) (4-Б) (4-с) (той 19). {Н 


Х# 4=а, Ь я с (той 19). 

55. 在 上 题 注 记 中 以 p К 19. 

56. 恰好 个 .证 明 与 注 记 54 ЖИ. 、 

57， 若 5 ，，… ,6 ,是 不 同 的 零点 , 利用 问题 52 的 方法 可 以 
证 明 

ax” + 0o +а„=а,(х—Ь\) (х= 6,). 
这 样 ， 左 端 多 项 式 的 另外 一 个 零点 至 少 应 该 是 右 端 一 个 因 式 的 
零点 .无论 我 们 是 在 金 体 整 数 中 考虑 ， 还 是 对 素数 模 来 考虑 ， 
这 个 结论 总 是 对 的 ; 在 后 一 种 情形 ,必须 有 ao 半 0 (той р). 

тада 3 元 素 


1 
阶 1 
mod 5 元素 | 
А 阶 1 
mod 7 х ! 
и 1 

1 7 8 910 

1 10 10 5 2 
mod 13 元 素 1 5 7891011 12 
阶 1 12 12 1243 612 2 


此 处 ， 群 的 阶 分 别 是 2, 4 ,6, 10, 12. 在 每 个 群 中 都 找到 
了 生成 元 ， 所 以 它们 是 循环 群 . 

59, H Lagrange 定理 知 dip 一 1. 

1,а,а?, а АННЕ. 由 问题 57 的 Lagrange 定 
理 知道 它们 就 是 全部 解 . 因此 每 个 4 阶 元 素 都 属于 这 个 集合 . 
但 是 这 些 4 阶 元 素 恰 好 是 这 个 群 的 生成 元 ， 所 以 共有 o (4) 个 
d 阶 元 素 . 

60，N =0 或 Nu=o (d). 

车 4d 不 是 р- 1 的 因数 , 则 根据 关于 子 群 的 Lagrange 定 理 ， 
可 知 M, 不 含 d 阶 元 素 . 


той 11 元 素 
阶 


NN 
人 


vn 
— 
© б 


61. 每 个 元 素 有 一 个 阶 , 所 以 必 被 计算 一 次 . 所 有 的 阶 都 
是 p 一 1 的 约 数 . В РЕМ, < а) 而 且 两 个 和 数 相 同 ， 所 以 对 
于 每 个 约 数 4 ,, N =od). 

62， 当 n=4,6,9,10,14 了 时 是 循环 群 ， 至此， 我 们 已 经 
证 明 当 n 是 素数 及 n=4 ,6 ,9,10,14 时 ， 存 在 原 根 . 

63 每 -- 列 是 模 3 的 完全 剩余 系 ， 每 一 行 是 模 4 的 完全 剩余 
Ж .这些 删 除 达到 简化 的 日 的 .对 于 模 12 ,我 们 有 {1,5)-{1,7} 
={1,5,7,11}.,ИПМ,. M,=M,,. 

64 mod 36 1 29 13 5 25 17 mod9 

19 11 3] 23 7 35 
той 4 

19:2 5==1:7 =7 (той 9 );19 -25 =3 :1 (той 4). 由 孙子 定 
理 知道 ， 只 有 一 个 数 (mod 36) 同 于 余 7 (тоа 9) 和 同 余 于 3 
mod 4). 7 就 是 这 样 一 个 数 . 

{1, 29, 13,5, 25, 17} 是 模 9 的 一 个 简化 剩余 系 , 且 每 个 
元 素 都 =| (mod 4). Ait, CES M, 同 构 的 Mi 的 子 群 . 
同样 地 , {1,19} 是 模 4 的 … 个 简化 剩余 系 , 每 个 元 素 都 
= 1 (mod 9). 因此 ， 它 是 与 M, АЕМ, 的 子 群 . 

65， 由 问题 2. 50 ж, 删 去 不 与 mn 互 素 的 数 后 , 余下 的 阵 
IE ф (т), ф (n) 列 . 含有 1 的 那 一 行 是 模 n 的 一 个 简化 剩 
余 系 ， 它 的 元 素 都 三 1 (тоа т), ， 所 以 这 一 行 是 与 М, 同 构 的 
M n 的 子 群 . 同样 地 , 含有 1 的 那 一 列 是 与 M, 同 构 的 M,, 的 
У. mR b= I (mod я), Шар= а mod п), 于 是 a 和 
ab 属于 同一 列 . а = 1 (mod т), аб = b (mod т), 
Fæ bfa b 属于 同一 行 . 这样, 这 个 阵列 就 具体 地 表示 出 了 直 积 
M „=M „°M, 

66. 在 Ms 中, (1, 0, 19, 37,46, 55} = М.М, 
8,22, 29, 43, 50 }= М.. 方 阵 中 异 于 1 的 元 素 在 M ‚р 
都 是 3 . 


1 37 46 
22 58 
43 16 25 

这 是 两 个 3 阶 群 的 直 积 . 

67， 若 是 奇数 , 则 gcd (2,n)=1, 于 是 M,,=M,:M,， 
但 M,={1}. 

68. той 9:2, 25=5. той 27; 2, 25=5, 27=20, 
2"=23, 28=11, 217-14, тоа 81; 2, 25=32, 27—47, 
21=23, 23=11, 27-14, 29=56, 23=5, 225-20, 29-77, 
2'=65, 25=68,2"=29,2%=59,2%3=74, 27=50, 29-38, 
25= 41, 

69. (ЗК+1)= 274% 272+96+ 1 == 1 (той 9), 

(3+1) = (98+ 1 )2= 92873-92824 278-11 mod 27), 
Вк+ 107 (076+ 10 275813: 272924 812+ 1 == 1 (mod 81). 
Ж ӨК+1ў” 'ж=1 mod 3") ДИ ВКП" = "А 1) (mod 3"), 

70. G) 利用 回 题 3， 

Gi) 根据 OWE. | 
Gii) фК+а)#Ф= (1+Ёйру== 1 mod р?), 
Gv) фА+а) “= (1+ ер? )”== 1 (mod p’), 

因此 , pk+a р ?的 阶 不 是 p (р—1)., Жр 的 阶 不 
жр: ф—1). 

71， 此 时 3k 十 2 的 阶 是 1 ,2 或 3 ,但 不 是 6. (3K+27 =X 
(mod 3), 2:3 1 (тоа 3). 因此 3k+2 不 是 3 阶 (mod 9). 
若 (3k+2)? 关 1 (той 9), 则 3K+2 的 阶 不 是 1 或 2 ,于 是 由 
这 个 条 件 推出 3 大 +2 的 阶 为 6， 

9К?+12&+45® | (той 9)53 +3 5 0 (mod 9) 

«АКТ Æ 0 (mod ЗЕ = 0, 1 (mod 3). 

72. ЖИ ЛЕР (р 1). 给 出 的 每 个 条 件 都 与 此 了 矛 


E. 如 果 两 个 条 件 都 不 成 立 ， 则 pk+a 的 阶 不 可 能 是 PC-=-1) 
的 真 因子 . 
рК+а)”“= (рк+а)“ (тоа р) (H Fermat 定理) 
= а“ (тоа р) 
# 1 (той p) (уа Н 4<р-1). 

选取 上 Е h-a КЗ 0 (той р). 

73. @К+а)”!=1+риз=> рК+ауФ = (1+ра у 

=1+р?и+р? C>). 

当 d<p-1 时 ， 又 有 pk+a) = а= 1 (mod p). 

74， 模 p” 原 根 的 阶 与 模 2p" 原 根 的 阶 都 是 p"' (1). 
因此 , 若 a+kp "是 奇数 , 则 它 必 属于 M,, ,而且 它 的 阶 就 是 原 
根 的 阶 . 

75. {1,1,l )бпоа 3), (0,1,2 ) (тоа 5), (1,2,3) (поа 7). 

76. 8181 5 Fermat 定理 知道 В х= у=: 0 外， 
左 端 三 |. Жх,у,2 中 有 一 个 关 0, 则 由 Fermat 定理 知道 ， 
(1— xr) (1-71) (1-27) 0, 

77. 26-1); ху?! КАЈ 3 Ф-Т). 

78. хР == х (mod p)， 所 以 xo = х!*" (mod р). 

79. ЖЖ (х)—в (х)==0 mod p ) 对 不 同 余 的 整数 都 成 立 ， 
由 于 f(x) 一 g (x ) 的 次 数 <p 一 1, 这 就 和 Lagrange 定理 (问题 
57). 因此 f(x) 一 g(x) 一定 是 一 个 零 多 项 式 (mod р)", 
从 而 f 与 8 中 x 的 相同 次 项 的 系数 对 模 p R . 

80. 将 f(x,y) 与 8g (x ,y) 看 作 是 x 的 多 项 式 ， 并 设 在 /与 
аф а, (у) Ба (у). 那么 由 上 题 知 , 对 于 所 有 的 
整数 y На, (у) = а, 0) ,再 应 用 上 题 的 结果 ， 就 可 推出 а, 与 
а, 中 yy 的 相同 次 项 的 系数 对 mod p 是 同 余 的 . 


T 若 多 项 式 的 系数 都 是 同 余 于 0 р, ИЖЕ АСК, mod р). 
一 译 者 注 . 


81. ЖИ у, z) 与 8g (х. у.г) А, 然后 利 
用 问题 79 和 问题 80 . 

82， 石 端的 x? yr? 1z? 1 的 系数 是 1 , 而 左 端 是 0 , 但 是 由 问 
题 81 知 ， 它 们 却 应 该 对 模 p 同 余 . 

83. z+ x@+ у +z y =l- (1—x 0 year), 
左边 和 右边 的 xy 项 的 系数 都 是 |. 

84. (人 2+y 十 22 一 3)2771 , 

= 11 (1) 9 [1-6 БТИ ey, 

85. Ух == y= 2=0 В, f х,у,2)=0 (mod р). 

86. f (x ,yy,z) 的 最 大 次 数 <3. 

87, Ef œe SIENET Хх, = х, = з = х„= 0 
(тоа р). MI (х, ‚х, )]7 ‘= (хр) (0-21), 

若 f 的 最 高 次 数 小 于 , 则 与 问题 81 推广 到 个 变量 所 得 的 
结果 了 矛盾 . | 


历史 注 记 


1640 年 Fermat 在 一 封 信 中 提出 了 他 的 定理 . 在 1773 Б, 
J. L. Lagrange 首先 发 表 了 Fermat 定理 的 证 明 ， 过 去 普 把 此 归 
ЭТ Wilson ,时 间 大 约 还 要 早 三 年 Euler 对 Fermat 定理 的 推 
广 是 1760 年 发 表 的 . 利用 Lagrange 关于 多 项 式 的 工作 ， 
А. М „Legender Æ 1785 年 在 理论 上 给 出 了 模 p 的 原 根 的 构造 
С.Е „Gauss Æ 1801 年 证 明了 只 有 模 2,4,p" 和 2p* 才 有 原 根 . 
用 商 坏 的 单位 群 的 语言 讨论 这 些 性 质 是 二 十 世纪 的 事 .我 们 所 
说 的 Chevalley 定理 是 C .Chevalley 在 1936 年 所 发 表 的 某 项 工 
作 的 一 个 简化 情形 . 

本 书 前 三 章 中 绝 大 部 分 结果 的 详细 介绍 ， 可 参见 Ore 的 书 
(1948). 
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第 四 章 二 次 剩余 


二 次 剩余 与 Legendre 符号 


1， 在 之 ,中 ,分 别 求 出 方程 x:=0,1,2 ,3,4,5,6 的 所 
有 解 . 

2. EZ 中 , 方程 

(1) (х+2}=0, (у) х?+2х=3, (ix) х+3х=3, 

(1) (х+2)=1, (10) х?+2х=4, (х) х?+3х=4, 

(и) (%+2)=2, (и) х?+2х=5, (хі) х?+3х=5, 

Gv) (х+2)=3, (мш) х2+2х=6, (хіі) х?+3х=6, 
当中 ， 哪 些 无 解 ， 哪 些 有 一 -个 解 ， 哪 些 有 两 个 解 ? 

3，M ,中 的 完全 平方 数 称 为 对 模 7 的 二 次 剩余 . 写 出 由 x 一 x 
给 出 的 M ;的 映射 结果 . 在 这 个 映射 下 ， 全 体 像 的 集合 是 否 构 
成 M ; 的 子 群 ? 

4， 利 用 表 3.2 , 求 出 对 模 5 , 模 11 , 模 ОЖ 
剩余 ， 对 于 哪些 模 ， 全 体 二 次 剩余 构成 M, IFR IF п ВЈ 
哪些 数值 映射 x > x М, 的 两 个 元 素 对 应 同一 个 元 素 ? 

5， 对 于 模 3 ,5 ,7 ,11 ,13 及 17, 分 别 说 出 二 次 剩余 的 个 数 ， 
试 预言 对 模 p (是 奇 素数 ) 的 -二 次 剩余 的 个 数 . 

6. 若 是 素数 ,由 x >2==у? (mod р )В Ех =y (тоа р) 
х= —у (mod р)? 

7， 对 于 任意 的 素数 p , 求 M, 中 被 x 一 x 映射 成 1 的 那些 
дж. 你 能 说 出 ， 在 这 个 映射 下 ，M , 中 有 多 少 个 元 素 被 映射 
成 任何 另外 的 二 次 剩余 吗 ? 


8. M ,中 不 是 平方 的 数 称 为 对 模 n 的 二 次 非 剩余 4 . 求 三 个 对 
模 的 二 次 非 剩 余 . 

9. 求 所 有 的 对 模 7 的 - 次 剩余 的 三 次 方 ， 以 及 所 有 的 对 模 7 
的 二 次 非 剩余 的 三 次 方 . 

10. ЖЕЉУ хе 1 (тоа 7) 的 解 的 个 数 ， 从 Fermat € 
理 能 得 出 什么 结论 ? 

关于 对 模 7 的 二 次 剩余 的 三 次 方 ， 你 能 推出 什么 结论 ? 

将 x5 一 1 分 解 因 式 并 利用 Lagrange 定理 (问题 3.57) ， 证 
明 同 余 于 1 (тоа 7) 的 立方 数 至 多 有 三 个 ， 同 余 于 —1 (той 7) 
的 立方 数 也 至 多 有 三 个 . 

11， 利 用 上 题 的 方法 ， 求 同 余 于 (mod 11) 的 五 次 方 数 的 
个 数 ， 以 及 同 余 于 一 1 (тоа 11 ) 的 五 次 方 数 的 个 数 . 从 五 次 方 
数 的 值 能 不 能 决定 这 个 数 是 不 是 二 次 剩余 ? 

12， 推 广 问题 10 和 问题 11 的 方法 ,给 出 一 个 准则 ， 用 它 能 
判定 哪些 数 是 对 模 p 的 二 次 剩余 , 哪些 数 是 对 模 p 的 二 次 非 剩 余 
(р 是 奇 素数 ) ， 

13， 利 用 (ху) ‘= ху“, 证 明 M ,中 的 大 次 需 数 的 集合 构成 
一 个 子 群 ， Lo 

14, itp 是 奇 素数 ， 那么 М, Ех > х 下 的 像 是 
什么 ? — 

15， 通 常用 Legendre 符号 (分 ) СНЕ (ар) ) 表 示 : 
十 1 , 当 a 是 对 模 p 的 二 次 剩余 ; - Г, Ча EIR p М ЗЕЯ 
ж, 以 及 0 , 其 他 情形 . 证 明 

(22 )=(2 ) (2 ) 
р р р ` 

16. 写 出 不 超过 20 的 素数 ， 使 得 对 于 等 于 这 个 素数 的 模 ， 

@) 一 1 是 二 次 剩余 ， 

(й) -1 是 二 次 非 剩余 . 


D 一般 地 ， 也 称 为 模 的 二 次 非 剩余 ", 或 “二 次 非 剩余 , тоа n. 译 者 注 . 


能 否 看 出 其 中 的 规律 ? 

17. 作为 群 M, 中 的 元 素 , —1 的 阶 是 多 少 ?M, 中 有 没有 另外 
的 元 素 与 – 1 有 相同 的 阶 ? 

18. 设 p 是 奇 素数 ， 


(让 ) 若 (D7 


di) # (-1)7" = 1 mod р), 
那么 ， 对 于 р 你 能 说 些 什么 ? 

19. Бр 是 奇 素数 ，M ,中 由 二 次 剩余 构成 的 子 群 的 阶 是 什 
27 р 为何 值 了 时 ， 这 个 阶 是 偶数 ?pp 为 何 值 了 时 ， 这 个 阶 是 奇数 ? 

20. 奇数 阶 的 群 为 什么 不 含有 2 阶 元 素 ? 

21. 通过 将 元 素 与 它 的 逆 元 素 配对 ， 证 明 偶 数 阶 的 群 必定 含 
有 2 阶 元 素 . 

22. Æp ж 4+1 形 的 素数 ，M, 是 否 必 有 4 阶 元 素 ? 

23. Ж22+1, 32+1, 42+1, 9 十 1, 6 十 1.72 十 1,8+1 以 及 
9 十 1 的 奇 素 因数 . 

其 中 形 如 4K+ 1 5 4К+3 的 素 因 数 各 有 多 少 个 ? 

24. ikp 是 奇 素数 而 且 整 除 形 如 m+1 的 某 数 ， 你 能 否 证 明 p 
具有 4+1 的 形式 ? 

25，、 将 问题 1.65 中 的 方法 做 些 变化 ,证 明 存 在 无 限 多 个 形 
如 4K+ 1 的 素数 ， 

26. Ж2+2+1, 32+3+1, 42+4+1, 52+5+1,6:+6+1, 
7+7+1, 82+8+1 以 及 9:+9+1 的 素 因 数 . 

其 中 形 如 3K+ 1 的 素 因 数 有 多 少 个 ? 

27. 设 p 是 奇 素数 而 且 整 除 形 如 如 十 n 十 1 的 某 个 数 , 证明 : 
р=3, 或 者 p 具有 3k+ 1 的 形式 (因为 M, 含 有 3 阶 元 素 ). 

28， 将 问题 25 中 的 方法 做 些 变化 , 证 明 存 在 无 限 多 个 形 如 
3k 十 1 的 素数 . 

29. ржу 4k+1 的 素数 ， 用 Wilson 定理 (问题 3.25 ) 


бш] (mod р), · 


证 明 
12.3 26) = -1 (mod p), 


Gauss 引 Ж 


下 面 的 十 三 个 问题 将 逐步 地 建立 起 一 个 判断 一 个 数 是 不 是 对 
模 p 的 二 次 剩余 的 方法 . 

30. ÆR 4.1 中 ,利用 绝对 最 小 剩余 系 给 出 了 M ;, Ms, 
м,, М „М n 的 乘法 表 . 

如 果 仅 考虑 绝对 值 ， 说 明 为 什么 每 个 表 的 第 一 行 的 前 一 半 和 
后 一 半 和 恰好 次 序 相 反 . 为 什么 这 些 表 的 每 一 列 也 是 如 此 ? 证 明 
所 有 可 能 取 到 的 绝对 值 都 出 现在 每 行 的 前 半 部 分 . 


表 4.1 
模 3 的 绝对 最 小 剩余 的 乘法 
! -i 
-1 | 
模 5 的 绝对 最 小 剩余 的 乘法 
12-2 -Il 
2 -1 1 -2 
-2 I -1 2 
-1 -2 2 | 
Ж 7 的 绝对 最 小 剩余 的 乘法 
1 2 3 -3 -2 -1 
2 -3 -1 1 3 -2 
3 -1 2 -2 1 -3 
-3 1 -2 2 -I 3 
-2 3 1 -1 -3 2 


—1 一 2 一 3 3 2 1 


模 11 的 绝对 最 小 剩余 的 乘法 


1 2 3 4 5 -5 -4 -3 -2 -I 
2 4 -5 -3 >l 1 3 5 -4 -2 
3 -5 -2 1 4 -4 -I 2 5 -3 
4 -3 1 5 -2 2 -5 -I з -4 
5-1 4 -2 3 -3 2 -4 I -5 
-5 I -4 2 -3 3 -2 4 -I 5 
-4 3 -1 -5 2 -2 5 1 -3 4 
-3 5 2 -1 -4 4 1 -2 -5 3 
-2 -4 5 3 1 -l -3 -5 4 2 
=i -2 -3 -4 -5 5 4 3 2 1 


模 13 的 绝对 最 小 剩余 的 乘法 


1 2 3 4 5 6 一 6 -5 一 4 一 3 一 2 -i 
2 4 6 -5 -3 -I 1 3 5 —6 一 4 -2 
3 6 -4 -l 2 5 -5 一 2 1 4 一 6 一 3 
4 -5 -Il 3 -6 -2 2 6 一 3 1 5 一 4 
5 一 3 2 —6 -1 4 一 4 1 6 一 2 3 —5 
6 -l 5 一 2 4 -3 3 一 2 -5 1 一 6 
-6 1 -5 2 -4 3 一 3 4 一 2 5 一 1 6 
-5 3 一 2 6 1 一 4 4 -l 一 6 2 一 3 5 
一 4 5 1 -3 6 2 一 2 -0 3 -1 -5 4 
-3 -6 4 1-2 -5 5 2 一 上 一 4 0 3 
-2 -4 -6 5 3 1 一 1 一 3 一 $ 6 4 2 
-1 -2 -3 -4 -5 -6 6 5 4 3 2 1 


31. 在 表 4.1 中 ,计算 每 一 行 的 前 半 部 分 中 负 号 的 个 数 . 
对 于 p=3 ,5 ,7, 11,13, 将 每 个 M ,的 元 素 列 成 表 ， 并 且 把 与 
每 个 元 素 相对 应 的 负 号 个 数 的 奇偶 性 标 上 去 ,将 这 个 表 与 二 次 剩 
余 和 二 次 非 剩余 的 表 做 比较 

32， 将 以 下 各 数 

2-1, 2:2, 2-3, 2.4, 2:5, 2.6, 2:7, 2-8 
都 表示 成 绝对 最 小 剩余 (mod 17) , 即 表示 成 +8 与 -8 之 间 
的 一 个 数 . ПЕНЯ 2* = (-1)* = 1 (тоа 17). 利用 问题 12 # 


. 89. 


断 2 是 不 是 对 模 17 的 二 次 剩余 . 

33， 对 于 模 17, 有 

3-1=3, 3.2=6, 3.3=—-8, 3.4=-5, 

3-5=—2, 3.6=1, 3.7=4, 3:8= 7, 

证 明 3*= -1 (mod 17), #Н 3 是 不 是 对 模 17 №. > 
次 剩余 ， 

34， 用 问题 32 的 方法 判断 2 是 不 是 对 模 19 的 二 次 剩余 . 

35. Баж М ,, 的 一 个 元 素 ， 证 明 分 别 与 

aa 4:2,， а:3,а:4, а'5, а-6, а-7,а-8 
(mod 17) 同 余 的 绝对 最 小 剩余 的 绝对 值 都 不 同 .说 明 怎样 计算 
а mod 17), 以 及 怎样 判定 a 是 不 是 二 次 剩余 . 

36， 设 p 是 奇 素数 ， 证 明 分 别 同 余 于 

2.1,2.2,2.3,…,2. 500-1) 

(mod 7 ) 的 绝对 最 小 利 余 的 绝对 值 都 不 相同 ， 如 何 计算 2 和 1 
(mod р)? 

37. 利用 上 题 证 明 ， 若 p=8k+ 1 , 则 2 是 对 模 АИ. 

38. 利用 问题 36 证 明 ， 如 果 p=8k+3 , 则 2 是 对 模 p 的 二 
次 非 剩 余 . 


39， 利 用 问题 36 , 确定 2 是 不 是 对 模 p= 8 上 十 5 的 二 次 剩余 . 
40， 利 用 问题 36 ， 确 定 2 是 不 是 对 模 p= 8+7 的 二 次 剩余 . 


41. Wp=8k+1 ,8k+3 8+5 „8k +7 时， E ф?–1) 
的 奇偶 性 并 且 证 明 < )= ( -1 六 у . 


这 个 结果 的 形式 虽然 很 怪 ， 却 是 判定 二 次 剩余 的 一 个 基本 结 
论 . 因为 这 个 结果 不 容易 记 住 ， 所 以 你 要 记 着 在 哪里 能 查 到 它 . 


42. щр=8к+1, 8+3 , 8+5, 8+7, HA ) 
的 值 . 


43， 设 p 是 奇 素数 a 是 M ,的 元 素 ， ШЕЙ: 分 别 同 余 于 
а.1,а.2,а-3, ~ а. (ф(—1) 
(пой pp) 的 绝对 最 小 剩余 的 绝对 值 都 不 相同 ， 若 在 这 些 数 中 有 /个 


L g- 
取 负 号 , Ша? = (—1)! (Gauss 引 理 ) 
二 次 互 反 律 


下 一 个 问题 引进 了 一 个 新 记号 . 
44. wi = = 3,13] = 3 [4/2] = 1,[0.9] =0,[— H =-1. 
一 般 地 ， 对 于 实数 x , [x] 是 一 个 整数 ,[x] <х<[х] +1, 
Хх. 
uo ,ll 22 2 33 33 
Жу [Bnb p 11315 p [DB 


0 53 1-3, 95-1591. ФЕЛА 


45. Жж х (тоа 13) 的 绝对 最 小 剩余 是 负 的 ,关于 


X xX В 
чу [Š 的 值 能 说 些 什么 ? 


若 同 余 于 x (пой 13) 的 绝对 最 小 剩余 是 正 的 XT- lT] 
的 值 能 说 些 什么 ? 

46， 利 用 问题 43 一 45 , 判断 11 是 不 是 对 模 13 的 二 次 剩余 ， 
并 用 表 3.2 检验 你 的 答案 


47， 用 间隔 至 少 一 公分 的 方 格 纸 , 或 者 用 类 似 的 有 格 点 的 纸 ， 
标 出 点 


090]. 


(1 T? (2 13 ), (3. -3 ). (4. 5 ), (5 15 ) 
66 、 


48， 我 们 把 两 个 坐标 都 是 整数 的 点 称 为 格 点 ， 在 三 条 线段 


у= 5 х.у= ух у= у х- 5 0<х<13) 
E, EDAMA? 
49 在 线段 y= x- 15sy= tly} 1 (}<х<б) 
у 7 13 2 7 13 2 > 


之 间 有 多 少 个 格 点 ? 
50， 利 用 问题 47 (必要 时 ， P TS, ПР 


的 计算 ) , 确定 在 线段 y= -yx y=- xt 了 (1<x<6) 


之 间 的 格 点 数目 .分 别 同 余 于 11 , 22, 33, 44, 55, 66 (той 13) 
的 绝对 最 小 利 余 中 ， 带 负 号 的 数 的 个 数 和 这 个 格 点 数目 有 什么 
关系 ? 能 从 这 个 数目 确定 11 ЕЕ Т 

、 26 

将 г! 171. л -if l> ir lir) 
52 52 — p | 
ТТА 全 ~[ 了] 表示 成 简 分 数 ， 黄 中 有 儿 个 大 
ТУ ХЕ, БАР х РЯ 


Ж (mod 11 ) 能 说 些 什么 ” 
利用 这 些 结论 来 判定 13 是 不 是 对 模 11 的 二 次 剩余 HAR 
3.2 检验 你 的 结论 . 


52、 在 问题 47 中 所 用 的 那 种 方 格 纸 上 ， 标 出 点 (了 ,1 )， 


26 39 52 | 65 、 
2202), (=, 3), (=, 4), (==, 5), 
ср 20 Сү, С Ет ), AK 
13 26 52 
(本 1) Ети 2) (Frl 3) (人 村] 4) 
65 
(ETE ERS 
53. +88 
_ 13 _ 13 1 .3 E 
=>, = тг) = У+ 5 (0<у<1), 
上 有 没有 格 点 ? 
54 . 在 线段 
х= 13у = 与 х= 六 (1<у<5) 
之 间 有 多 少 个 格 点 ? 


AAIE э (BM, ATRAE, яны з, 
的 计算 ) , 确定 在 线段 x= 7 与 x= I+ y (1<у<5) 
之 间 的 格 点 的 数目 ， 怎 样 利用 这 个 数 判断 13 是 不 是 对 模 11 的 二 


次 剩余 ? 
56, ШН И 1<х<6, 1<7<5 并 大 略 地 标明 直线 
у= + уе х, ДА х= + 与 矩形 的 关 


系 ， 有 多 少 个 格 点 在 这 个 矩形 的 内 部 和 周 界 上 ? 在 以 G 方 ,3) 


. 93 - 


为 中 心 旋转 半 周 所 成 的 映射 即 (e , у) (—-х+7,-у+6)) К. 
矩形 与 直线 y= 11. х+ 2. 的 像 是 什么 ? 


57， 证明 第 形 1< xg<6, 1gysg5 内 的 格 点 数 的 奇偶 性 和 在 


矩形 内 且 界 于 直线 = Т x+ Е СЕЗЕ: 之 间 的 


格 点 数 的 奇偶 性 相同 . 
1 


58. p 5q НУ RB ERBY = у= t 


1 <х< 
ри, Р. = (2 I 
各 (7 )=(—1)/, 

59. P ЖА ЖИ НЕЕ х= 分》 ухе у+-- 
1<у< 2 4 iy 
(sys ЕС. 


证 明 (2 )(-Ф )= C1) 
证 明 EOE )= (Dr 
60. ШЕЙ: 在 对 于 点 (р 0+1), -F O+ ONERA 
成 的 映射 即 (с y) (=х+ a+), 7+5. ф+1))К. 
1 


НЯ 1<х< 5 (4-1), 1<у< 了 1) 映射 到 自身 ， 以 


及 直线 y= 如 x+ 地 与 x= 卫 y+ 方 互 映 到 对 方 , 证明: 


/+m (定义 见 问题 58 与 问题 59) 与 -7 p- Da- 1) 有 相同 的 厅 


L Ф-1)@-1) 
BE, КИС 1)*"”=(—1) ` 

3 5 3 7 5 
61， 利 用 表 3.2 Ж: (5 0909). Ст 29 G) 


7 3 11 5 11 7 
5(-;).(-{ )58(--),(-үр )58(-;-).(-р)5 


11 3 13 5, 13 7 
0 06005 090 05 (чу 9). (чу 25 
13 

(=) 


DHC DA Ср ) 的 那些 情形 ， 
62， 利 用 问题 60 明确 地 判定 ， 什 么 时 候 有 ( 女 ACE? 


CHAKRE ) 


A 


63. 证明 下 面 推理 的 每 个 步骤 的 合理 性 : 


350 、_ 2.5.5.7 
(в )= C 19) 


2 5 
= ОСО) 
= (00055) 
=-(-у) 


= (=) 
5 
= (5) 
7 
= (2) 
2 
= (+) 
64 按照 二 1 ,5 ,7 ,11 (mod 12 ) 分 别 求 出 е ). 


5 
65 Ж ра 1,3,7, 9 (той 10) 分 别 求 出 С). 


注 记 与 答案 


参考 书 见 书目 : Shanks ( 1978), ， Davenport ( 1968), 
Bolker (1970). 
1. 02=0, 1:=62=1,32=42=2,22=5:=4 使 用 等 号 
=” ША > =” ж» тже 7 的 七 个 剩余 类 
看 成 是 Z CŽ. 
2， 无 解 : йу), (vi), би), (хі). 
一 个 解 : @), м), ах). 
二 个 解 : Gi), Gi), (у), (к), (і). 


3 1 2 3 4 5 6 子 群 1 4 2 
l 4 2 2 4 1 4 2 1 
2 1 4 


м, 中 的 完全 平方 数 称 为 对 模 半 的 二 次 剩余 . 


[14 №5 1 模 12 

4 1 
1 4 9 5 3 жи 14931210 模 13 
4539 1 4 310129 1 
9 3 4 1 5 9 10 3 1 4 12 
5 9 1 3 4 3 2 1 9 10 4 
31549 2 9 410 1 3 


10 112 4 3 9 


两 个 对 应 一 个 : 5, 1,3 
四 个 对 应 一 个 12. 


5. 1,2,3,5,6,8 + ф-1), 


6. x?= yix? -y =l (Фу) (х= у )=0 (tod?) 

=p|x+y X р|х-у. | 

7. х?= 1 (подр) р|х+1\р|х-Тъх= +1 
(той р). 

由 问题 6 可 知 ， 恰 好 有 两 个 . 

85,7, 11. 

9. (q.r P =l (той 7), (а. п-г.) 3 =-1 (mod7)" 

10. 在 M, 中 惟有 六 个 根 . 

对 于 所 有 的 xe M,;, Ax?) = 1 (тоа 7), 因此 法 个 
二 砍 剩 余 都 是 方程 x; 三 [的 解 . x -1= (x 一 1)(x*+1). 


D sgr” Gq 一 +r 分别 是 “二 次 剩余 "与 "二 次 非 剩 余 ” 的 缩写 . 
一 一 译 者 注 ， 


H Lagrange 定理 知道 x= -1 恰好 有 三 个 解 ， 所 以 它 
们 都 是 二 次 非 剩 余 . 

11， 由 Fermat 定理 知 , х9 1 = 0 (mod 11) 有 上 | 个 
Ж. 五 个 二 次 剩余 满足 Y5= 1 .x"-1= l)a), 
х= 一 工 恰 有 五 个 解 ， 它 们 一 定 是 一 次 非 剩 余 . 

12， 由 Fermat 定理 知 , х” = 0 (mod р)Нр-1^7 


根 .根据 问题 Ayo- 1) 个 二 次 剩余 ， 它 们 满足 


4v- 40- р 


-1 = 0 (mod р). Нжх’!-1= (x 1) 


4 (0-10) 


- (х +1), ВЕ Lagrange жах" "=-1 
(той р) > p 一 1) 个 根 ， 它 们 定 就 是 所 有 的 二 次 
JERR . 

13, Ну’ = (xy)* 得 出 封闭 性 .1 “= 1 . 

若 ax 三 1 Wj (ax) =1 , МЕД ах" = | ,从 而 每 
КРАХ ЛЕПЕ ТАК. 

特别 地 ， 我 们 证 明了 ,M , 中 的 二 次 剩余 构成 一 个 子 群 . 

14, П,—-1}, 

15. # a= 0 (mod р), ар = 0 (mod р), 而且 


ab . b a b 
=0=0- — 
(5 ) = ( ) со!“ ). 


| 


аз 0 (шой р). Mos = a°” (mod р) (М 


w12) МИ, а, b£ 0 (mod р). 


en pon Го 


(本 б у= (аһ)? b == ( 


x 
Sjo 


а 
P 


E Legendre 符号 的 定义 中 , p ERZA. Ep 不 一 定 是 
素数 ， 则 可 定义 一 个 具有 某 些 相同 性 质 的 类 似 的 符号 ， 它 称 为 
Jacobi 符号 . 


A 


16.， 一 1 是 对 下 列 各 个 模 的 二 次 剩余 :5 ,13 ,17 =1 (11094 ) 
一 1 是 对 于 下 列 各 个 模 的 二 次 非 剩 余 :3,7,11,19==3 (пой 4). 
17. WA. 由 问题 7 知 ， 没 有 另外 的 2 Иж. 


8 @) 5-94 p- 1 p=l (mod 4). 


01) 1) ЖЖ, ЯД р-1=2 0+1), 
=3 (mod 4), 
19， 由 二 次 剩余 构成 的 子 群 的 阶 是 于 一 1) . 当 p= 1 


(тоа 4) 时 ， 阶 是 偶数 ; р = 3 (тоа 4) 时 ， 阶 是 奇数 . 

20， 元 素 的 阶 整除 群 的 阶 . 

21， 除 1 阶 与 2 阶 元 素 外 ， 其 他 元 素 与 自己 的 逆 元 素 都 不 相同 ， 
因此 ， 在 一 个 群 中 ， 阶 不 是 1 和 2 阶 的 元 素 有 偶数 个 ， 如 果 群 的 阶 
是 偶数 ， 那 么 它 的 工 阶 和 2 阶 元 素 有 偶数 个 . 但 是 ，! 是 唯一 的 1 
阶 元 素 ， 所 以 至 少 有 一 个 2 MER. 

22， 者 p= 和 物 +1, 则 由 二 次 剩余 构成 的 群 的 阶 是 2 大 . 因为 阶 是 
偶数 ， 所 以 这 个 群 含 有 一 个 2 阶 元 素 ， 但 是 只 有 -~- 工 是 2 阶 的 ,所 
以 - 工 是 二 次 剩余 МЕРЕЖА aA a= -1 (mod p) 成 立 . 
Txat M ,中 是 4 阶 . 

ЭМ: 车 为 一 次 非 剩 余 , 则 由 问题 12 知道 b” 三 ~ | (mod р). 
因此 5* 的 阶 不 是 1 或 2. 然 而 由 Fermat 定理 知 ,b* == 1 (mod р), 
所 以 b* 的 阶 是 4 ， 

23. 5,5,17,13,37,5,5М 13 ,41 .它们 都 同 余 于 1 (той 4). 

24. Жїр|п?+1, п2= -1 (той р), FÈ -1 Е АЯ. 
由 问题 18 与 问题 12 可 知 p = 1 (mod 4). 


. 09. 


25 .使 用 问题 1. 64 中 的 记号 , рр? р?,.- pt 1 不 能 被 任何 
<р, 的 素数 整除 ， 所 以 它 的 素 因 数 大 于 p, . 再 由 问题 24 知 它 的 
素 因 数 都 是 4К +1 的 形式 ， 所 以 这 种 形式 的 素数 个 数 无 限 . 

26. 7,13,3 .7, 31, 43,3 -19,73,7 - 13, 

除 3 以 外 都 是 3 十 1 的 形式 ， 

27. #р|т+п+1,Шр|т—1= -1)02+n+1)， 因 此 7 
在 M, 中 是 1 阶 或 3 阶 . 者 n 是 1 阶 , 则 p=3. 若 nn 是 3 阶 ， 那 
么 M, 含 有 3 阶 元 素 , ВА З|р-1, p= 1mod 3). 

. 28 ， 使 用 问题 1.64 中 的 记号 , $ т=рур, ...р,, тби+1) 
+1 没有 < p, 的 素 因 数 ， 所 以 它 的 素 因数 大 于 p,. 由 问题 27 知 ， 
: 它 的 素 因 数 都 是 3K+ 1 的 形式 ， 所 以 这 种 形式 的 素数 个 数 无 限 . 

29 ， 由 Wilson 定理 知 1:2 ... 4k = —1(mod p). 但 是 
2k+1 = — 02, ..., —2 = 44-1, 一 1 = 4k, 所 以 

1:2... 2k (-2)... (-2)(-1)= -1(mod р), 
其 中 有 2K 个 负 号 , 因此 

-2...2&)?== —1(той р). 


这 证 明了 1 2... 2К 是 M, 中 的 4 阶 元 素 . 

在 以 下 十 三 个 问题 中 ， 需 要 记 住 的 结论 是 : РАЖ р. 
一 1 Ж р == 1 (тоа 4) 的 -次 剩余 ， 也 是 对 模 p = 3 (пой 4) 
的 二 次 非 剩 余 ， 这 个 结果 将 在 第 六 章 用 到 . 

30 ， 每 行 含有 偶数 一 1) 个 元 素 . р- 1 = -1,р-2=-2, 


=op- 5 Ф—1)= --у ф-1), 所 以 第 一 行 的 后 一 半 按 绝 


对 值 重复 了 前 一 半 . 在 下 面 的 行 里 ， 前 一 半 中 的 每 个 元 素 ab 与 
后 一 半 中 的 а(—Ь)= 一 (qb) 对 应 ,x ->ax М, 的 一 个 置换 ， 
因而 每 个 绝对 值 必定 恰 也 出 现 二 次 ， 所 以 前 一 半 包 含 了 所 有 可 
能 的 绝对 值 ， 且 仅 取 一 次 . 
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31. їй 奇 


mod 3 1 一 | 

mod 5 l, 一 1 2,-2 

mod 7 1,2, -3 3,—2,—1 

mod 11 1,3,4,5,—2 2,—5,—4,—3,—1 

mod 13 1,3,4, —4,—3,—1 2,5,6,— 2,—5,—6 
二 次 剩余 二 次 非 剩余 


32 2,4,6,8, -7, -5, -3,-1. 
因此 ,2 (-2.3.4.5-6-7.8) = (-1)* (1:2 :3-4.5. 
6.7.8) (mod 17). МХ 2° = (-1)* =1 (тоа 17), МИ 2 
是 二 次 剩余 . А 
33 38(1:2:3:4-5:6:7-8) 
_=(-0?4.2.3.4.5.:6.7.8) mod 17). 
ВЕД З 8 == (-1)3= -1 (mod 17) ,因而 3 是 二 次 非 剩余 . 
34 2:1=2,2:2=4,2.3=6,2.4=8,2.5=-9, 
2.6=-7 ,2.7=-5, 2.8=-3 ,2 : 9 == – 1 (mod 19). 
2: 20-2 .3-4- 5-6-7: 8 -9)== (190-2 53-4 :5 :6 .7.8.9) 
(mod 19). 2° = —1 (тоа 19), 所 以 2 是 二 次 非 剩 余 . 
35. 在 问题 30 中 已 经 证 明了 有 不 同 的 绝对 值 设 这 些 绝对 最 小 
剩余 中 有 m 个 是 负 的 ， 则 
&=4.2.3.4:5.6-7-8)=(-1)"(-2.3.4.5.6.7.8) 
(mod 17) ,于 是 as = (—1)” (mod 17). E m ЕВ, Ша? = 1 
二 次 剩余 . тай, Шаб = 一 1 ,a 是 二 次 非 剩 余 . 
в 绝对 值 不 相同 的 证 明 类 似 于 问题 30 . 
没 在 这 些 绝对 最 小 剩余 中 有 加 个 是 负 的 ， 则 27” = 21)" 
mod р). 因此 ，2 是 或 不 是 二 次 剩余 由 т 是 偶数 或 是 奇数 而 定 . 
37. 车 p=8k+1, 则 绝对 最 小 剩余 在 土 4 之 间 . 


2.1, 2. 2,...,2<4К= 2,4,...,4К,-4К+1,—4К+3, 
-3, 


УР 中 恰好 有 2k 个 是 负 的 ,所 以 2* 三 C1 六 二 1 
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(mod р), 2 是 二 次 非 剩 余 ， 

38, 若 p= 8k+3, 则 绝对 最 小 剩余 在 土 (4KH) 之 间 . 

2.1,...,2(АК+1)==2,4,...4&;-4К—1, —4К+1,,—3,—1, 

这 些 绝对 最 小 剩余 中 恰好 有 2k+1 个 是 负 的 ,所 C2** = ЄЙ" 
= 一 1(mod р), 2 是 二 次 非 剩 余 , 

39, #p=8k+5, 则 绝对 最 小 币 余 在 = @К+ 2 之 间 

ор, 20452 ) = 2, ‚ 4+2, = 4-1, 
一 4Kk 十 1 ， ‚-3,- 

АНН ВА, 所 以 
ЖЄ? = 1+! = -l (шой р), 2 是 二 次 非 剩余 . 

40， 车 p= 中 +7,, 则 绝对 最 小 剩余 在 КЗ). 

2 .1 ,….， 2 (4+3 )=2,4, .. 4+2, — 4—3, -4k -1,—4k+1, 
.一 3, 一 | 

这 些 绝对 最 小 利 人 中 恰好 有 2+2 个 是 负 的 ,所 以 
24693 (一 1)2*+2 = 1 (той р), 2 是 一 次 剩余 . 

41 Жр=8К+1, 0-1) р+1)= 8А +2), FE 

$ ф?- 1)=2k 4k+1), ВЖ. 

#p=8k+3, р-1) ф+1)= (8+2) (8+4), 46:1) 
= 4А+1) Qk+1), УЖ. 

#p=8k+5, р-1) ©+1)= 8+4) 8к+6), + p?-1) 
二 Qk+1) (4k+3)， УЖ. 

#p=8k+7, ф-1) ©+1)= Bk+6) CE+8)， 2-1) 


=2 4+3) (+1), ЖЖ. 
由 问题 37_40 推出 所 要 证 明 的 结论 . 
42. р=8К+1 8+3 8+5 8+7 


43. 由 问题 30 知道 绝对 值 各 不 相同 ， 于 是 | 
ат ® 1-2-3... ze- =(- Dl 2... @-—1)] 
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(modp)a Т” = (1) (той р). 所 以 当 1 是 偶数 时 ，a 是 二 
次 剩余 , 当 ! 是 奇数 时 а 是 二 次 非 剩余 . 
щит 
13 B 13 ”13 13 
45 # х= а (той 13)Н -6<а< ~ 
13) ,而 且 二 5 二 是 大 于 чү 的 整数 ， 


13 
„Хх х х х-а а 1 
Я зү Г 1= 13 = Су 7 1)= лу +1>5. 


44, 二 .前 三 个 大 于 了 


1 
13 
„И х-а= 0 (mod 


#x= а (mod 13) Н 1<а< 6, M 2—8 ЖАР 
、 x X _ Хх _ ží = 2 1 
的 整数 , 所 以 -村 Г 1= 9 mn 771; 57 


4. МАГ, тутр > 于 ， 所 以 由 问题 44 和 问题 45 
知道 ， 与 11 , 22 , 33 同 余 的 绝对 最 小 剩余 是 负 的 ， 与 44 55, 66 
同 余 的 则 是 正 的 ， 这样 ， 由 问题 43 Ар, 11° = (-1)? (той 13), 
所 以 11 是 对 模 13 的 二 次 非 剩余 . 


И и 22 
44. 在 直线 ?= ух Е, х=1,2,... 12 у= эВ. 
‚Э.И 13 不 能 整除 11x , 所 以 这 些 数 都 不 是 整数 也 不 是 
1 
+. 


49. ”六 个 ， 因 为 这 两 条 线段 沿 》 方 向 的 距离 是 1. 
1 


0. 三 个 .对 于 给 定 的 x, 在 直线 y= тх у= Нч 


| IL 1 | 
之 间 , 或 者 在 y= тх 与 一 -3 一 也 之 间 有 一 个 格 点 但 不 会 同 


时 有 格 点 , 当 -了 3x-[ 9 < 也 时 ,第 二 对 直线 间 有 格 点 ; 当 
11 


у> 计时 ,第 一 对 直线 间 有 格 点 ,在 同 余 于 11x 
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(тоа 13 ) 的 绝对 最 小 剩余 是 负数 时 出 现 这 种 情形 . 


2 4 6 8 10 — 1 
< — 2-22 — 后 入 二 个 — 
51. 11 ШЫ 11 9 11 ‚ 11 , 11 后 面 的 三 个 > 2 Й 
х х 1 
лт [т +0>-5 


<>0>х- Ш +1>- -- | 


因此 ， 同 余 于 x (тоа 11 ) 的 绝对 最 小 剩余 是 负数 ХЕ. ФР 
39,52 № 65 (тоа 11) 的 绝对 最 小 剩余 都 是 负数 .根据 Gauss 引 理 ， 
13 是 对 模 11 的 二 次 非 剩余 . 

53， 没 有. 

54 五 个 ， 因 为 这 两 条 线段 沿 x 方向 的 距离 是 1. 

55. 利用 与 问题 50 相似 的 推理 可 知 有 三 个 . 而 由 问题 51 知道 ， 
这 些 格 点 的 坐标 使 得 同 余 于 13y (mod 11) 的 绝对 最 小 剩余 是 负 的 . 
所 以 ， 根 据 Gauss 引 理 13 是 对 模 11 的 二 次 非 剩余 . 


56， 在 矩形 上 有 三 十 个 格 点 网 图 4.1) .8 了，3 ) 是 矩形 中 心 


х х 1 
1 -iar l> ze> 


1 1 13 1 
方程 ?一 -x+ 9 х+7)= -7 人 я 
此 , 当 且 仅 当 点 (一 x+7，-?+6) 在 直线 х= TY?+ ЕН, 
ып 
у=түт 

B3 1 


= 十 2 


{1,5 ) 


41 
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点 (wy) 在 直线 y= -5 x+ Е, 而 且 , 在 旋转 半 周 的 映射 下 ， 
这 个 邱 形 的 像 是 它 自身 , 这 两 条 直线 则 互 为 映像 
57， 在 问题 56 中 的 旋转 半 周 所 成 的 上 映射 下 ,4 与 8 互 为 映像 ， 


因而 它们 含有 相同 的 格 点 数 . 
АЖ В = 0 mod 2). 
ЕАЯВЖ С 中 的 格 点 数 三 C 中 的 格 点 数 (mod 2). 在 本 


题 中 ， 我 位 有 30 = 6 (тоа 2), WMR 4.2). 


图 4.2 


58. 对 给 定 的 整数 x Ч х-|[ Е. Хх] > 1 ‚Ж у= 2 


ШИР 
5y= xt 之 间 有 -- 个 格 点 . 当 1< x 和 9 一 1 时 ,由 


于 p 和 9 是 不 同 的 奇 素数 ， 所 以 在 这 些 直线 上 没有 格 点 ,推广 
问题 45 的 论证 得 出 : RIRA РР (mod 4) 的 绝对 最 小 


剩余 是 负数 时 ， хх > 小 因此， 如 果 在 区 域 中 有 / 


т 
个 格 点 ,那么 根据 Gauss JIE, (Z )= (1). 
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59， 类 似 上 题 推出 人 )= С)" РСС )= 0". 

60. 从 问题 57 中 的 图 看 出 ，C 含有 /+m 个 格 点 ,整个 矩形 
含有 1 @- 1) @- TD) 个 格 点 .因为 4 和 8 含有 相同 数目 的 格 
点 ,所 以 1+mm = + ф-1) 4-1) mod 2). 

61. -15-1,-151,-15-1,15-1,151,-1 
与 1,1 与 1, 一 1 与 ~1, 一 1 与 1. 


3 7 3 11 7 11 
(= + ), (Г = ) ， (чт + (—- ). 


1 P ү 
62. Ry e-a- DERRI, (GOE). 
车 p=4k+1, 则 ф-1) (0—1) = q- DERK. 
#p=4k+3 Hq=4h+3, Ш] 


L p-1) 4 一 1)= Qk+1) Qh+1) 是 奇数 . 
因此 , р=д=3 (той 4) 外 ， (2 = (分 ). 
63, (0) 分 解 350 НИНЫ 15, Gi) (F )=1. 


бу) G )= -1 (#38), (у) 二 次 互 反 律 ，(vi) 19=5 
(той 7), (vii) 二 次 互 反 律 ， (yii) 7 2 (mod 5), 


бк) $ = -1 (80839). 


3 12k+1 1 
лт a TG 


64 
. ( 3 3 


)=1. 
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12 к+5 2 


eg -1 

e)s Лр =-ср)=-1. 

бердт Сз? - 9 )=1 

(1 

(1 

с) ОА = (9) (=! 
历史 注 记 


К Euler 和 Lagrange 都 知道 二 次 互 反 律 mH. Legendre 

它 来 研究 二 次 型 ， 但 是 二 次 互 反 律 的 第 一 个 证 明 是 Gauss ， 

是 在 1801 年 给 出 的 . Gauss 在 他 的 一 生 中 还 给 出 了 好 儿 个 不 同 
的 证 明 ， 其 中 的 几 个 证 明 可 见 Mathews 的 书 (日 期 不 详 ). 
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Я Ух чует (п= 2,3,4) 


ВЕ х+у=р 


1. 5.1 是 一 个 平方 和 表 . 利用 左边 的 一 列 平 方 数 , 找 出 表 中 
所 有 的 平方 数 . 表 中 大 于 2500 的 平方 数 只 有 2704, 

2. 5.1 中 ,在 通过 0 与 42+32= 3 的 直线 上 ,哪些 数 是 平方 
数 ? 找 出 这 些 数 中 的 第 一 个 数 后 ,你 能 预先 说 出 其 他 数 吗 ? 

3、 在 通过 0 与 122+ S$ = 13° 的 直线 上 的 平方 数 是 哪些 "它们 
之 间 有 何 相似 之 处 ? 

4. 利用 24?+ 7?=25? № 152+ 8? = 172, В 3 5$.1 中 的 两 个 
平方 数 . 

5. Жїх,у,2 是 使 2+72= 全 成 立 的 正 整数 , 则 称 (*,y,z) 是 一 
个 Pythagoras 三 元 数组 . ЖЭК. Ж gcd (х,у, =) = 1, ИЖ (х. у,2) 0 
ЖИ Pythagoras 三 元 数组 . АЖ 5.1 中 可 找 出 七 个 本 原 
Pythagoras 三 元 数组 (把 Ce,y,z) 与 0,x,z ) 看 做 是 相同 的 ). 

6. 设 (x,y,z) 是 一 个 ythagoras 三 元 数组 ,判断 下 述 情况 是 否 
可 能 ,并 说 明理 由 : 

() x,y,z 全 是 偶数 ， 

Gi) x,y,z 中 只 有 两 个 是 偶数 ， 

(11) х,у,2 中 只 有 一 个 是 偶数 ， 

(у )x,y,z 都 不 是 偶数 ， 

7. 设 (x,y,z) 是 一 个 Pythagoras 三 元 数组 ,判断 下 述 情 帝 是 否 
可 能 ,并 说 明理 由 : 

G) x,y,z 都 被 3 整除 ， 
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(п) x ,7 了 ,2z 中 只 有 两 个 被 3 整除 ， 

Gii) x,y,z 中 只 有 一 个 被 3 整除 ， 

бу) x,y,z 都 不 被 3 整除 . 

为 做 第 Gv ) 小 题 ,要 列 出 一 个 Z, 中 的 平方 和 表 ， 

8. 设 (x,y,z) 是 一 个 Pythagoras 三 元 数组 ,判断 下 述 情况 是 否 
可 能 ,并 说 明理 由 : 

(1) x,y,z 都 被 5 整除 ， 

(И) x,y,z 中 只 有 两 个 被 5 整除 ， 

Gii) x,y,z 中 只 有 一 个 被 5 整除 ， 

(iv )x,y,z 都 不 被 5 整除 . 

为 做 第 Gv ) 小 题 ,要 列 出 -一 个 Z, 中 的 平方 和 表 . 

9. 设 (x,y,z) 是 -- 个 Pythagoras 三 元 数组 ,通过 列 出 乙 , 中 的 
平方 和 表 来 证 明 : 仅 当 x 与 ?都 是 偶数 时 ,z 才 是 偶数 . 设 x 是 偶数 、 
但 },z RERA AH x= r- y ER x 有 因数 4. 

10. (х, у, 2) &— ^ Pythagoras 三 元 数组 , sin0= + . 


ш0= 了 ( 见 图 5 1), 利用 x: у: := 2tg 了 1-45) 


9. e X 
в Ев =. 
в 4 = 9 ,其 中 p 与 g 是 整数 且 gcd (p,q )= 1, 证 明 


х:у:2=2рд: (р®— 4°): (р°+ 4°), 
11., 对 于 任意 的 正 整 数 p,qg,p>4, 证 


НЯ (2ра,р?- 4?, p° +q) Æ Pythagoras = = 

元 数组 . Aa) Е 
12. ЖЕЖ ® р, о, & Я 2pq=4, ' 

р’—4?=3 Ш Н.Р?+4*=5. їн 51 


13. ЖЕ р, 4, ШЗ 2p = 12,р`-4?=5 В. р?+92= 13. 
14. 求 正 整数 P,9 ,使 得 p?-g?=7,p?+gq?=25, 并 利用 这 些 p， 
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表 51 / 

0 

.1 2 

4 5 8 

9 10 13 18 

16 17 20 25 32 

25 26 29 34 41 50 

36 37 40 45 52 61 72 

49 50 53 58 65 74 85 98 

64 65 68 73 80 89 100 113 128 

81 82 85 90 97 106 [7 130 145 162 
100 101 104 109 116 125 136 149 164 181 
121 122 125 130 137 146 157 170 185 202 
144 145 148 153 160 169 180 193 208 225 
169 170 173 178 185 194 205 218 233 250 
196 197 200 205 212 221 232 245 260 277 
225 226 229 234 241 250 261 274 289 306 
256 257 260 265 272 281 292 305 220 337 
289 290 293 298 305 314 325 338 353 370 
324 325 328 333 340 349 360 373 388 405 
361 362 365 370 377 386 397 410 425 442 
400 401 404 409 416 425 436 449 464 481 
441 442 445 450 457 466 477 490 505 522 
484 - 485 488 493 500 509 520 533 548 565 
529 530 533 538 545 554 565 578 593 610 
576 577- 580 585 592 601 612 625 640 657 
625 626 629 634 641 650 661 674 689 706 
676 677 680 685 692 701 712 725 740 757 
729 730 733 738 745 754 765 778 793 810 
784 785 788 793 800 809 820 833 848 865 
841 842 845 850 857 866 877 890 905 922 
900 901 904 909 916 925 936 949 964 981 
961 962 965 970 977 986 997 1010 1025 1042 
1024 1025 1028 1033 1040 1049 1060 1073 1088 1105 
1089 1090 1093 1098 1105 1114 1125 1138 1153 1170 
1156 1157 1160 1165 1172 1181 1192 1205 1220 1237 
1225 1226 1229 1234 1241 1250 1261 1274 1289 1306 
1296 1297 1300 1305 1312 1321 1332 1345 1360 1377 
1369 1370 1373 1378 1385 1394 1405 1418 1433 1450 
1444 1445 1448 1453 1460 1469 1480 1493 1508 1525 
1521 1522 1525 1530 1537 1546 1557 1570 1585 1602 
1600 1601 1604 1609 1616 1625 1636 1649 1664 1681 
1681 1682 1685 1690 1697 1706 1717 1730 1745 1762 
1764 1765 1768 1773 1780 1789 1800 1813 1828 1845 
1849 1850 1853 1858 1865 1874 1885 1898 1913 1930 
1936 1937 1940 1945 1952 1961 1972 1985 2000 2017 
2025 2026 2029 2034 2041 2050 2061 2074 2089 2106 
2116 2117 2120 2125 2132 2141 2152 2165 2180 2197 
2209 2210 2213 2218 2225 2234 2245 2258 2273 2290 
2304 2305 2308 2313 2320 2329 2340 2253 2358 2385 
2401 2402 2405 2410 2417 2426 2437 2450 2465 2482 
2500 2501 2504 2509 2516 2525 2536 2549 2564 258| 
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q 构造 一 个 Pythagoras 三 元 数组 . 
15. 设 (x,),z) 是 本 原 Pythagoras 三 元 数组 且 x 是 偶数 ,证 明 
G) z+》 是 偶数 ， 
(1) z 一 上 是 偶数 ， 
Gedet- y)=2, 
бу) ED -у DEFER, 
&р?= -1 езу = У (2-у), WEH x=2pq, y= p -q 
= р? + 4°. Н. p 与 9 没有 公 因数 . 
16. 15 (2р9,р? ~ 4?.р?+4°)&Ж%И Pythagoras 三 元 数组 , 那 
2р 5 q 能 否 都 是 偶数 ? 能 否 都 是 奇数 ? 
| 17. (х, у, 2) ж Ж М Pythagoras 三 元 数组 , 证明 (2xy， 
+ (x-y), x+y HEE Pythagoras 三 元 数组 ;此 外 , 若 x 是 
偶数 , 则 (CC xz, z?-x2?z2+X2) 是 另 一 个 本 原 Pythagoras 三 元 
数组 ， 
证 明 存 在 非 零 整数 ga b, с, += c4, 以 及 还 存在 非 零 
Ж а,Ь,с, EB а += с, 
18. 不 同 的 本 原 Pythagoras 三 元 数组 的 个 数 是 否 无 限 ? 


方程 x+y 


19. 1 
16 17 
81 82 97 


256 257 272 337 
625 626 641 706 881 
1296 1297 1312 1377 1552 1921 
2401 2402 2417 2482 2657 3026 3697 
ERP, ЕАК, КЕННИ Я 1", 
25,...,6° ЛИЗ. 
© 12. 


除 第 一 列 外 ， 表 内 有 没有 平方 数 ? 

20. 将 问题 19 中 的 表 向 下 延伸 ， 如 果 在 第 一 列 之 外 有 平方 数 ， 
那么 就 存在 整数 x ,y , z , 使 得 ху *=2°. 

设 z* 是 表 中 不 在 第 一 列 上 的 最 小 的 平方 数 ， 那 么 (х2, у, 2) 
是 本 原 Pythagoras 三 元 数组 ; НАХ х 是 偶数 ， 那 么 根据 问题 15， 
就 存在 正 整 数 p ,gq ,gcd p, ч) =1, 4 х?=2 ра, у? =р?-4’. 
3= :十 9 7. 利用 问题 16 证 明 (и, у.р)ж Ж Pythagoras 三 元 数 
组 ， 而 且 4 是 偶数 , 是 奇数 . 再 根据 问题 15, 存在 整数 a , Б. 
с4(а,Ь)=1, #8 а=2 аб, у=а?-6?Мр=а?+6?. Ла, 
Б,а+6Ь :中 的 任意 两 个 数 能 人 否 有 公 因 数 ? 将 x? 用 a ,5 表示 并 且 
证 明 a,b 和 a?*+6? 都 是 平方 数 . 证 明 在 这 个 四 次 方 和 的 表 中 , p 
是 小 于 z? 的 平方 数 . 

21. 上 题 中 推出 的 予 盾 证 明了 不 存在 满足 x4+y4= z ?的 非 零 整 
数 x ,y,z, ПЕНИЕ x,y,z, Ex tyt 事实 
上 ， 对 于 任何 整数 m, 不 存在 非 零 整数 x,，y，z, 使 得 
ху тр 4н 

22. 如 果 存 在 正 整数 < ,了 ,=z 使 得 

X4+y ?一 24， 
那么 我 们 考虑 具有 最 小 z 的 本 原 Pythagoras 三 元 数组 (x7, у, 22). 
如 果 了 是 偶数 НЕХ у=2рд, x? =p? -q?z =p? +q 得 到 
q+ 0х2) =P ,这 与 ?2 的 最 小 性 矛盾 , 

23. 设 (к, у, 3) 是 本 原 Pythagoras 三 元 数组 而 且 y 是 奇数 ， 
利用 等 式 x ?=2p gq ,y=p “一 97,z?=p ?+9 ?证 明 存 在 互 素 的 下 整 
Жа, b, 81р, 4! = ав, а?-Ь?} =ЛЖа,Ь, а?-65? 中 的 
任意 两 个 数 能 否 有 公 因 数 ”将 x? 用 a ,4b 表 示 ， 并 且 证 明 这 三 个 数 
都 是 平方 数 ， 比 较 等 式 


与 XxX 二 J? 二 24, 又 得 到 和 问题 22 中 :的 最 小 性 相 矛 盾 的 结果 ， 


-IB > 


方程 х +y? 十 Z2 一 人 

24. 通过 考察 对 模 4 的 各 种 可 能 性 , 确定 是 否 存 在 整数 x,y ， 
2, НИ х2+у2+22=1°, 并且 使 得 

G) x ,y,z 都 是 奇数 ， 

(1) х,у 是 奇数 但 z 是 偶数 . 

25. x,y,z, Æx :+y?*+z?=1? 的 整数 ,证 明 它们 之 
中 至 少 有 一 个 被 3 整除 . 

26. йўх,у,:,Ж{#х?+у?+2?= 1° ВЕНУ. х, у 
ХЕ, ШЕН с 与 ! 有 相同 的 奇偶 性 ,因而 !+z 51-2 都 是 偶 


х, m=. "= (1—2), ЙЕВН и [1+ т. 


将 z 用 1 ,m,n 表示 ,证 明 12?+m?:>n?. 
正 整 数组 {z , !) 的 哪 两 组 值 ， 使 得 26 ?+8 :十 z?=1?? 


方程 x3+y 一 73 


问题 27_68 要 证 明 ， 使 得 x ;+y = z ЗЕ х, у, 
是 不 存在 的 ， 本 书 的 以 后 章节 与 这 ~… 节 无 关 . 

27. 表 5.2 列 出 了 立方 和 ( 删 去 了 重复 部 分 ) . 除了 第 一 列 外 ， 
表 中 有 无 另外 的 立方 数 ? 利用 第 一 列 及 113= 1331 ,123= 1728, 

28. 如 果 存在 整数 x , у, 2, 使 得 x ty’ =z, 那么 它们 之 


中 可 能 有 几 个 偶数 ? 
ГЕ 


\ 5.2 


一 1000 -999 -992 -973 -936 -875 一 784 -657 —488 一 271 


—729 -728 -721 -702 -665 —604 -513 一 385 -217 
—512 —51} —504 -485 —448 —387 -296 —169 

— 343 -342 -335 —316 -279 —218 -127 

-216 -215 —208 -189 -152 91 


-125 -124 -17 -9%8 -6l 
—64 -63 -56 -37 


-27 -26 -19 
一 8 一 7 
一 | 

1 

8 9 16 


27 28 35 54 

64 65 72 91 128 

125 126 133 152 189 250 

216 217 224 243 280 341 432 

343 344 351 370 407 468 559 686 

512 513 520 539 576 637 728 855 1024 

729 730 737 756 793 854 945 1072 1241 1458 
1000 1001 1008 1027 1064 1125 1216 1343 1512 1729 2000 


29. 如 果 存 在 整数 x , у, 2, 使 得 x3+y3=23 ,那么 它们 之 
中 可 能 有 几 个 被 7 整除 ? 

利用 表 3.2 做 一 个 Z， 中 的 立方 和 表 . 

30. 如 果 存 在 整数 x ,y, 2, 使 得 x?+y?=z;, 那么 它们 之 
中 可 能 有 几 个 被 13 整除 ? 

利用 表 3.2 做 一 个 Z ,, 中 的 立方 和 表 . 
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31. 如 果 存 在 整数 x , y ,= , 使 得 x ;十 } ;=z 3， 说 明 为 什么 有 
х+уж==2 (тоа 3), 并且 证 明 (x+y 一 2)? 有 因数 27. 展开 乘积 
(x+y 一 z) ;并 且 证 明 +y) (x 一 z) 一 z) 有 因数 9. 

证 明 x,y,z 中 有 一 个 被 3 整除 . 

32. 如 果 x ;十 y;=z;， 有 非 零 整 数 解 x , y , 2, 那么 它 是 否 必 
Жі оса (x ,y,z)= 1 的 解 ? 

33. 在 圆心 坐标 为 (0 , 0 )、 半 径 为 1 的 贺 上 遂 一 个 内 接 正六 
边 形 .车 它 的 一 个 顶点 是 (1 , 0 ) , 求 另外 五 个 顶点 的 坐标 . 

34. 上 题 中 ,把 x 坐标 为 负 .y 坐标 为 正 的 顶点 记 为 w . 设 
w= (а,Ь), RHM (+16) = ?及 (a+ib) =w?;， 

证 明 六 边 形 的 顶点 可 以 在 Argand 图 上 相应 地 用 +1, to, 
to’ Rh. 

用 复数 表示 这 些 点 时 ， 它 们 是 否 构成 一 个 乘法 群 ? Ж 


1+w+w?. 


一 个 等 距 格 是 由 全 等 的 等 过 三 角形 组 成 的 规则 的 棋盘 式 结 
构 . 在 本 章 的 余下 部 分 ， 所 谓 格 点 是 指 等 距 格 中 格 线 的 交点 ( 见 
ОПТ 按 通 常 的 意义 ，w 义 表示 复数 a+6i. ИЖ. 
- 116 > 


Н 5.2), 或 者 等 价 地 ， 是 指 这 个 棋盘 式 结构 中 的 等 边 三 角形 的 
顶点 . 我 们 要 来 说 明 将 整数 对 与 这 种 格 点 相对 应 的 可 能 性 . 
35, 在 等 距 格 上 ， 先 选 定 两 个 靠 得 最 近 的 格 点 ， 把 它们 标 为 
0 和 1 , 再 把 所 有 的 格 点 看 做 一 个 Argand 图 上 的 点 .然后 , 按 
问题 34 的 约定 ， 把 相应 的 点 标 上 w . 标 出 与 tl, +2, #3, 
土 4 以 及 土 w, 土 2w , + Зо, +40 相对 应 的 格 点 . 按照 通常 
对 复数 (看 成 是 Argand 图 上 的 点 时 ) 的 加 法 和 平面 矢量 加 法 的 规 
E., a + 有 到 点 0 的 距离 二 倍 于 点 0 到 连结 & 与 有 的 线段 中 点 的 
距离 , 点 0 ,x ,1 ,x+ 有 构成 平行 四 边 形 ， 由 此 确定 等 距 格 上 的 
所 有 格 点 是 否 都 可 以 用 a+bo 形式 的 元 素来 标 出 ， 其 中 a ,pb 
是 整数 . 
36 Жа, Ь,с,а, Во :=a+bw 和 而 且 -ow =c+do. 
37. 作为 复数 的 子 集 EA 7 [о] ={а+Бо| а, ВЕРЕ 
否 构成 一 个 加 法 群 ? 集合 Z [о] 对 于 乘法 是 不 是 封闭 的 ? До] 
的 非 零 元 素 是 否 构成 乘法 群 ? 
38. 化 简 以 下 乘积 : 
(1+0) (1+0 2), (а +В о) (а+ Бо ?), 
(1-0) (1-02?) (а - Бо) (а– Бо?). 
39. 设 a ,b 是 整数 ,在 Z[w] 中 将 
з,а?-аЬ+Ь?,а?+аЬ+Ь?,а'+Ь®,‚ a’—bi 
分 解 因 式 . 


| | .1 „шї 
40. 因为 a+tbw= la- Fb)+i Б ‚ ИЖ“ 


= Га 1 руа Зв? 
|а+ Бо |= | (а + . 


的 . 
41. ЖМ (a+bw)=a?-ab+b? 为 a+bw 的 范 数 , 其 中 


T 这 是 指 复数 的 模 . _ ИЖЕ. 
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а, peZ. 对 于 x,8peZfow] ,验证 等 式 
N &В)=М№ @)М (В). 

42. 参照 问题 35 , 列 出 [©] 中 使 得 

0) N @)=0, Gi) N @)=1, (ш) N @)=2, 

üv) N @)=3, (У) N @)=4 
的 元 素 a. 

43. Ма, peZ[w] 且 xaf=1 ,证明 N (x)N (8)=1 ,并 找 
出 Z[w] 中 乘法 逆 元 素 仍 属 于 该 集合 的 所 有 元 素 ， 这 六 个 元 素 
称 为 lo] 的 单位 元 素 

44. 求 出 十 个 三 元 数组 [x , В, у] (不 计 顺 序 ), 使 得 
а, В, уЕ2 [0] ШНаву=И. 

45. * л=1+ 20, ЖН 35 的 规定 ， 在 等 距 格 上 标 出 点 
А, +24, twi, tæ’, +А?, о 4°, Жо? >, АТ, 
+211, #541, 土 @ 双 十 1 .能 否 画 出 -- 组 平行 线 只 通过 
对 应 7 倍数 和 的 格 点 ? 

46. 证 明 不 存在 xseZ [о] , 使 得 x4=1, 因此 1 不 是 4 的 倍 
Ж. 在 格 上 标 出 与 (4 的 倍数 )+ 工 对 应 的 格 点 . 你 能 画 出 -- 组 
仅 含 这 种 格 点 的 平行 线 吗 ? 证 明 不 存在 x, Вє2 [0] ,使 得 
«2=Ң5+1, 

47. 证 明 在 Z[w] 中 -1 不 是 4 的 倍数 . 

标 出 与 (4 的 倍数 ) 一 1 对 应 的 格 点 . 

证 明 不 存在 x , ВЕД [0] ,使 得 a4= Вд-1. 

48. WERE 2 [0] 中 2 不 是 4 的 倍数 .证 明 不 存在 
а, Ве2 [0] ,使 得 i+1=pB2-1. 

49. 设 a ,5 是 整数 ,证 明 a+pwo=a+po+( 的 倍数 ). 

利用 := 一 3 这 个 事实 证 明 : 车 xeZ[w], 则 x 夺 0,1 或 
-1 (той 2). 

T 或 称 单位 元 . 
@ 设 и, ує7[ 0) ,如 果 存 在 veZ[ 中] 使 得 4= уу , 则 称 在 Zio 中 ,4 是 7 的 倍数 ， 
@ 设 &,B ,ує [а] ,如 果 x 一 5 是 ?的 倍数 则 记 做 x = mod y ) 以 上 均 为 译 者 注 . 
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50. {4 7. [0] 中 , Жор л ВО о, 有 会 是 哪 六 个 ? 
51. ЖуЕЙ [60] 不 是 单位 元 mH y 的 因子 只 是 单位 元 ， 
或 者 是 ?与 单位 元 的 乘积 ， 则 称 y 是 Z[w] 中 的 素 元 .2 ,3 № 
是 不 是 Z [о] 中 的 素 元 ? 
52. ЖА u,v, 使 得 
6+7% 
2+3% 
此 处 是 复数 的 除法 . (ПЯ АУА, ， 可 以 利用 问题 38 ) . 选取 
Жи 最 近 的 整数 U, 以 及 离 "最 近 的 整数 了 ,并 令 &= Очи, 
р= У+р', 验证 (2+3o) (и +оо) ж 2 [6] 中 的 元 素 ， 而 且 
N[C+3o) WW +vwm) <N CQ+30). 

53. 设 x=atbweZ[w] ,B=ctdweZ[w] mH. 650. 
证 明 7 =и+ оо, Җи, 是 两 个 有 理 数 ， 选取 离 u 最 近 的 
整数 U ,以 及 离 v 最 近 的 整数 广 , 令 w= U+u ,v=VV+v ,说 明 |u |, 
01 y ЮЖН, ЭНЕН utu bot. 

ПЕВ (с+ до ) (и +о д )Е [0] 5NI[ (с+ до )(и+о о )] 
<N(c+dw). 

Wq=U+Vo ,证 明 a=pqg+r 且 N(r)<N (В). 

54. 给 定 Z[w] "ўлжа НВ, ЖА А={ха+уйб\х, 
Ує 7. [6] ЖЛ (2 [0], +)? 与 问题 1.29 的 论证 做 个 
比较 . 设 5e4 是 4 中 有 最 小 非 零 范 数 的 元 素 ， 利 用 类 似 于 问 
题 1.33 与 问题 1.34 的 论证 ， 证 明 

G) 存在 xi,》 ,使 得 5=xix+yip ， 

(1) x 与 5 的 每 个 公 因子 都 是 6 的 因子 ， 

Gii) о 与 5 都 是 6 的 倍数 (利用 问题 53 ) ， 

(iv) 4 由 6 的 所 有 倍数 组 成 . 

我 们 记 5=gcd (а, g). 

55. Шт, а, Вє2 [0] ,zx 是 素 元 而 且 rap, 但 是 r 不 整除 
a ,那么 (Z [w] ,+ ) 的 子 群 4= {xx 十 ya|x ,yeZ[w] 是 什么 ? 
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=u +20, 


证 明 存 在 x ,yy, 使 得 xx +pa=1. 

把 问题 1. 52 的 论证 做 些 变化 , ПЕ л | В. 

56. ER Raris п, Жу, 7, у В Z [4] 中 的 
素 元 而 且 

Пуп, = ууу» 
证 明 т, 等 于 这 些 y, 中 的 某 ЕЕ 7с. WARA л 后 ， 
ПЕН r ;等 于 这 些 中 的 另 - .个 乘 以 单位 元 . 对 因子 个 数 施行 归 
HE, ИЕН п = т Н л ,中 的 每 一 个 等 于 这 些 y ,中 的 一 个 乘 
以 单位 元 . 
(2 [о] 中 的 因子 分 解 唯一 性 定理 ) . 

57. НЕ х,у, z 满足 x3+y3=23 ,那么 这 个 方程 
在 Z [0] 中 是 否 有 解 ? 

58. 若 有 非 零 的 x ,y ,ze Z[w] 使 得 x ;+y;=z; ,那么 是 否 
有 非 零 的 ,PB,yeZ[w] ,使 得 ws3+63+y3=0? | 

59. 若 有 非 零 的 x ,y, 262 [6] , #8 х'+у3+2:=0, Яр 
么 是 否 存 在 非 零 的 x ,1 ,yeZ[w] ,使 得 x;+B;+y?=0, 而且 
它们 之 中 的 任何 两 个 数 都 没有 公共 素 因 子 ? 

60, Жо x=a4+1, Æ p 4i e F H 45, 证明 
х5-1 =а (&2-1)43-а21*. 

说 明 为 什么 a ,或 x 一 1 ,或 a+1 有 因子 4, ЖЕН хз 1 
(mod 4+4), 

Ч х=ад- 1, ШЕВ хз== —1 (mod 1%). 

61, Ш х+уз+2==0 (mod 9), ШЕВ “х, у, 2 都 没 
有 因子 41? 是 错误 的 . | 

62. Ш хз+уз+2:=0, ША 2 Æ х ВАН ДЕ у с 
因子 , Жу’+2? (mod 1) 所 可 能 取 的 值 Ну 与 > 能 否 
对 模 4 同 余 . 

63. 设 y=g4+1 且 2=84-1, 证 明 y+wz, oy+z 以 及 
?+2 都 含有 因子 4. 此 外 ， 如果 54 是 这 些 数 当 中 任何 两 个 数 的 
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АНУ, 那么 6 是 单位 元 , 或 是 与 z 的 公 因 子 . МИ, 这 些 数 
当中 至 多 有 一 个 数 含有 因子 4 2， 

64, 设 x;+v ;十 z;=0 ,4Ix, 但 ;7 不 是 y 或 z 的 因子 ,证 明 
x= 0 (тоа X44) 并 推出 242?|x. 

65. х+у?+2}=0, 证明 

= х= > (у+2) (y+2z) +092). 

若 x,y,z 没 有 公共 素 因 子 旦 41x，, 利用 问题 62 与 问题 63 ， 

证 明 


А у 4 4 
都 是 Z [0] 中 的 -一 个 立方 数 与 一 个 单位 元 之 积 . 此 外 ， 它 们 之 中 
任何 一 个 所 含 i 的 最 高 医 次 数 都 小 于 *: 所 含 1 的 最 高 医 次 数 ,但 
是 不 小 于 1 (根据 问题 64 ) . 
66, (1) 通过 考察 范 数 , 证 明 Z [0] 中 不 存在 元 素 ,使 得 
TA3=1+w0o,1-w, 一 1+o0 或 1-o， 
Gi) ita, p Hy 是 Z[w] 中 的 非 零 元 素 而 且 4 АЯЙ а, 

Ву 中 的 -个 ,证明 等 式 

а‘чов‘+о?у?=0 


w? +z) wy+tz в 了 十 oz 


不 可 能 成 立 . 
67, 对 于 任意 的 > 和 2, 证 明 
о? +z) + 224z + y+ wz -0 
А А А 


利用 问题 65 ,问题 44 和 问题 66 , ПЕНЯ : Ж х?+у?+2'=0ПДН. 
Ах ,但 是 1 不 整除 7 和 = , 则 可 构造 一 个 等 式 x3+p3+73=0， 
其 中 4| x 但 4 不 整除 6 与 y ,而且 能 够 整除 x 的 4 的 最 高 宕 次 数 小 
于 能 整除 x 的 14 的 最 高 矫 次 数 .重复 这 一 过 程 就 得 到 与 问题 61 Я 
盾 的 结果 ， 从 而 证 明 不 存在 满足 x ;+y; 十 z;=0 的 非 零 整 数 x， 
y,2Z. 

68. 证 明 : 对 于 任何 非 零 整 数 m, 不 存在 非 零 整数 x , у, 2, 


使 得 бор. 


Xm 十 y 3m 二 2 3m А 
注 记 与 答案 


参考 书 见 书目 : Sierpinski (1962), ВоЖег (1970). 

1. 25, 100, 169, 225, 289, 400, 625 (二 次 ), 676, 841, 
900, 1156, 1369 , 1521, 1681, 2500 , 2704. 

2. 25, 100, 225, 400, 625, 900. 
42432=52> @п)?+ (Зи) = (би)?. 

3. 169, 676, 1521, 2704. 
122+ 52= 13 2 (12п)?+(5п)?=(13п)?. 

4. 48 2+142= 50 2= 2500 , 302+ 162=342= 1156, 

5. (4,3,5), (12,5,13), (24,7, 25), (15,8, 17), 

65, 12,37), (21, 20, 29), (40,9,41). 
边 长 为 整数 的 直角 三 角形 称 为 Pythagoras 三 角形 . 每 一 个 
Pythagoras 三 元 数组 对 应 着 -个 Pythagoras 三 角形 ， 反 之 亦 然 . 
由 表 5.1 得 到 的 Pythagoras 三 角形 可 用 图 5.3 解释 лы 
的 格 点 是 一 个 Pythagoras 三 角形 的 顶点 ， 这 个 三 角形 还 有 一 个 
顶点 在 O , 它 有 两 条 边 与 格 线 平 行 . 在 过 O 点 的 每 条 直线 上 ， 
至 多 有 一 个 画 圈 的 格 点 和 一 个 本 原 Pythagoras 三 元 数组 对 应 . 

6. @) 82+62=10°2, 但 ) 由 两 个 是 偶数 推出 三 个 都 是 偶数 . 
(ii) 42+32=5?, (iv) 若 x,y 是 奇数 ， 则 x?,y? 是 奇数 ， 所 
以 z :是 偶数 ，z 也 是 偶数 ,参看 问题 9 . 

7. 0) 122+92= 152, 6i) 由 两 个 被 3 整除 推出 全 都 被 3 Ж 
№ (0)42+32=52, (у) NA z? 2 (той 3), 所 以 x 
Жу = 0 (шой 3). 

х?+у? 


2 
1 
2 
2 
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8 (@)202+152=25?. 
(Gi) 两 个 被 5 整除 推出 全 都 被 $ 整除 . 
Gii) 42+32=52, 
üv) HA zÆ 2,3 (mod 5) ,所 以 x, 或 7 ,或 :三 0 (той 5). 


х?+у? 


9. х?+у? 


3 
1 
2 
1 
2 


因为 ZzZ? 关 2 mod 4 ), 所 以 由 z? 

是 偶数 推出 z ?= 0 (mod 4), 这 又 
ЖН х? == у? == 0 (той 4). 

 у=2к+1,2=2А+1, № 

х?=:?-у? 

=4 h?+4h-—(4k?+4k) 

= 4h (1+1) -4k (k+1). 

hh+1)5 (+ ПЖ ‚И 8 1х2, 4х .由 问题 6 , 

问题 7 ， 问 题 8 及 问题 9 可 以 推出 , 构成 Pythagoras 三 元 数组 的 

三 个 数 中 ,能 被 3 整除 ,被 4 整除 ,被 5 整除 的 数 ,都 至 少 有 一 个 

10. 已 知 x2+y2=z2, 于 是 


2х (у+2) :(%+2)2-х?) :(@+2)2+х?) 

=2x (+2) :2у(+2):22(+2). 

12. p=2, gqg=1 .， 

13. p=3, д=2 . 

14. р=4, 4=3 , (24.7,25). 

15. 根据 问题 6,y 和 z 是 奇数 ， 所 以 2 二 y 与 2 一 > 是 偶数 . 

Ж рса (2+у, 2-у)=24, 24| (2+у) +(2-у), 所 以 
412; XA 24| (2+у) – (2-м), Аа у .但 是 gcd (у,2) =1, 
ВИ а= 1. 


Е 1 |= (+) 


1 (=-у 小 | ,所 以 这 两 个 数 都 是 平方 数 ， Нар, а, 则 


-(5 х) .但 是 gcd (т @+у), 


4?\х,у,2,РДАа=1., 

16. Æ p 和 9 有 相同 的 奇偶 性 ,那么 这 个 三 元 数组 中 的 三 个 
数 都 是 偶数 ， 所 以 它 不 是 本 原 的 . 

17. 根据 问题 6 和 问题 9 ,x 与 ?的 奇偶 性 是 不 同 的 ， 所 以 
х2-у2 5 х?+у? 都 是 奇数 . #4|х?—-у?,х?+у?, Ша 
数 , Не а12х?,2у?, МЫ а|х,у, 64-1. ЖИ, х5: 
的 奇偶 性 不 同 , 可 做 同样 的 讨论 . 

18. 在 问题 17 中 , 第 二 次 构造 的 三 元 数组 中 的 z 是 变 大 了 , 所 
以 这 样 构造 出 的 三 元 数组 永远 不 会 重复 . 

19. 没有 . 

20. 由 问题 6 和 问题 9 知道 , x 或者》 必 有 一 个 是 偶数 . 
不 失 一 般 性 Их :是 偶数 ,根据 问题 6, pAg 没有 公约 数 ， 
因此 (g ,y ,Pp ) 是 本 原 的 .因为 y 是 奇数 , 所 以 ， 由 问题 6 和 问 
题 9 知道 4 是 偶数 ， 对 任意 的 素数 4, Ж а|а,а?+ьЬ? ‚ШИ 4|Ь7. 
Mdlb НЕ са 6,5 )= 1 ,а=1 [ЕРШ саб, а?+5?)=1. 
由 于 x?=2 (02+ 2)2аЬ, Д (= х) =ab @:+5 .因为 
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右 端的 三 个 因数 互 素 ， 所 以 它们 都 是 平方 数 . 这 样 , a? 与 5: 是 
四 次 方 数 , a tb ЕДД Н р=а?+Ь, К вса (а, Б Hl, 
所 以 此 处 的 Pythagoras 三 元 数组 是 本 原 的 , 但 是 , 由 于 
р<р?<р?+4?=2<:”, 这 和 z 的 最 小 性 矛盾 . 

倘 使 我 们 不 要 求 z 是 最 小 的 这 种 数 ， 那 么 就 可 以 找到 一 个 更 
小 的 . 这样 ,由 Fermat 的 “ 递 降 法 ?就 会 推出 一 个 矛盾 , 因为 
在 正 整 数 中 的 一 个 反复 递减 方法 必定 是 有 终结 的 .“ 递 降 法 "等 价 
于 “ 良 序 原则 ”, 即 每 个 非 空 的 正 整数 集合 中 有 最 小 数 , 而 这 又 等 
价 于 数学 归纳 原理 . 

21. 形 如 (х2, у?, 22) Pythagoras 三 元 数组 必 具 有 (x : ， 
у2, 1) 的 形式 ， 所 以 不 存在 ， 

同样 地 ， 对 于 正 数 т, 形 如 (х?”, у?", 22") №) Pythagoras 
三 元 数组 是 不 存在 的 . т, т=п, 则 

х" Бутту) "+ (2х) "= (ху) *", 

后 者 同样 是 不 可 能 的 . 

22. 因为 gcd ф, 4)=1, ВИ (02, ху, p Ежи, Ш 
Н р’<р'+4'=2'. 

23. 对 于 素数 d, € dļa, а?-Ь?, | 4102, djb, 但 
„gcd (а, Б) =Е. х? = 2.2ab. (а?-Ь?), яд (= 
=ab (a’—b’), PERRONE ,所 以 它们 中 的 每 一 个 
都 是 平方 数 . 现在 , bi 十 -一 一 25 дар 一 4 十 一 个 形 如 x*+y =: 
的 等 式 ,而 且 gcd (a,b)=1, 所 以 此 处 的 Pythagoras 三 元 数 
组 是 本 原 的 , 而 且 a<2ab<p?+qg?=z?. 

24, Ex, y 是 奇数 x= y'= ] (той 4), Ax? +y? 
= 2 (mod 4). 当 z 是 偶数 时 ，x?+y:+z2= 2 (mod 4), 
当 z 是 奇数 时 , x?+y? +z? = 3 (mod 4), {А12 2, 3 
(mod 3), 所 以 x,y,z 中 至 少 有 两 个 是 偶数 , 


25, Фї х,у, 2 КЗ, А х?== y ?三 z2= | 
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(mod 3), Я х?+у?+22==0 (тоа 3), 因而 1 被 3 整除. 


26. #хБу 是 偶数 , 则 由 1 一 Zz:=xX? 十 y? 推 出 1? 寺 2 
(mod 2). FÆ t= z (mod 2), ШНї—25 {+2 =0 


(той 2). 由 412+4m2= (1-2) (1+2) в H 
+ т=п [э Жп|?+ m? 由 于 


2 2 
z= Ctm -n>0, MLA l?+m?>n?, #1=13, m=4, 则 


P+ т?2= 185=5 -37 ,于 是 n=1,5;z=184,32 ;1=186 ‚42. 

27. 没有 . 

28. 三 个 或 一 个 

29.2, 中 的 立方 数 只 有 0 ,1 ,6. МИ, 如 果 两 个 立方 数 之 
和 等 于 一 个 立方 数 ， 那 么 或 者 是 三 个 数 中 只 有 一 个 数 同 余 于 0 
(той 7) ,或 者 是 三 个 数 都 同 余 于 0 (тоа 7). 


0 1 6 
1 2 0 
6 0 5 


30. Z o 中 的 立方 数 只 有 0 ,1,5,8,12. 因 此 ,如 果 两 个 
立方 数 的 和 等 于 一 个 立方 数 , 那么 这 三 个 立方 数 中 有 一 个 同 余 


于 0 (mod 13). 
0 1 5 8 1 
1 2 6 9 0 
5 6 10 0 4 
8 9 0 3 7 
2 0 4 ти 


31. КЖ x= х (той 3), МЫ x+y = z (тоа 3), 
х+у-2НИЖЗ, 以 及 (х+у-2) ИЖ 27. 
(к+у—2)+%=(х%+у'—2%)+3 (х+у) (х— 1) 0-2). 
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这 样 27 ЖЕ ERAI , ЭНД 910+) (8—2) 0—2) ,四 
此 З|х+у, Èx- 2, у-2. 

若 31x+y , 则 由 3|x+y 一 z 得 出 3|z. 另外 两 种 可 能 性 导 
至 3|y 3х. 

32. 着 gcd (х,у, 2)=4, № (7) (2) (9) 2 


33, MAÈ (+1,0), (+5, +5 V3 ). 这 里 ,我 们 


开始 来 建立 一 个 集合 ,在 这 个 集合 中 比 在 Z 中 更 容易 对 方程 
xX; 十 y ;二 23 Ж. 


34.@ ?= 一 一 一 1 一 一 ,w=1 .由 一 w 生 成 的 6 阶 群 . 


37. 是 . 是 .2 在 Z[w] 中 设 有 乘法 逆 元 素 . 

38, 1,a?—-ab+b?,3,a?+ab+b?, 

39. 3=(1-w)(l-w?)a?—ab+b?= (a+b )(a+bw?), 
a?+ab+b?=(a-bw) (a-bw?), a?+b°= (a+b) (a+bo) 
.(a+bo?), a- b?= (a-b) (a-bw) (a-bw?). 

正 是 因为 x?+y; 在 Z[w] 中 有 线性 因子 分 解 式 , 所 以 在 这 
个 集合 中 分 析 方 程 x ;十 } ;= z; 是 合适 的 . 

40. (a- 5 5):+ 4 52=а:-а6+ + +: 

=а?-аһ+Ь?є Z. | 


显然 (一 了 5) +4 9120, 而 且 仅 当 4b=0,a=0 В, 


它 才 取 0 值 . 
41. № (a )=|a|?. 对 于 任意 的 复数 a, В, [а В| = |а| ibl. 
Ма В) = |а b =la 1812= М @)М (8). 
42. 画 出 以 O 为 心 .以 0,1, 4/2 ,V3 了 ,2 为 半径 的 圆 . 
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N (а) =0=а=0.М (а) =1=>и= tl. tw, жо? ЖЕТ, 
使 得 和 N(x) =2. М (а) =3Зъ х= (1+20) Æ +1, о, 
+оо? М (0) =4=о0=2 RA +1, tw, +9’. 

43. ЖаВ=1, ША (В) = № (1), РЕМ (а) М (8)= 1. 
їн М (a) 与 N (8) 是 零 或 正 整数 ,所 以 W (о) = М (8)=1 .这样 ， 
只 有 六 个 元 素 土 1, to, то’ ЛЕ. 7 中 的 单位 
лж +1. 

44. а Ву=1 = М QON (BN 0) = 1 

=> № (0) = № (В) = М (у) = 1 
ља, В, у= +1, tw, twt. 


[,В, 7 = 11.1, ШИ. ‚-1] [0,0,0], 
е „о 20 7] ль ,-0| 4о?, -©?, -ю1], 
По, ] 11, -0,-03 4-1, о, -0о, 
[-1, -0, 03. 

45. АЕ 5.4. 


46. № (04) =1= М (а) М(х) = 1.8 М (2) =3, 所 以 这 样 
Ёо УЖЕ. Жол = ВАТ, И (ga 一 6)4=1 ,但 是 这 伴 а р 
ЛЕ. 

47.x= -1-№ (х) М (2) =1. Жод=ВА-Т, 
(B 一 x)4=1 ,但 这 样 的 一 是 不 存在 的 ， 

48. ад = 2 М (а) №(4)=М (2) = N(x):3=4, 所 以 
这 样 的 a 不 存在 .车 aX4+1= 记 一 1, 则 (6 一 x)4=2, 但 这 样 
的 一 不 存在. 

49. (atbw)— (а +b)=b (w-1)=1bo?, 

a+ 是 整数 ， 所 以 它 同 余 于 0 ,1 或 -1 (mod 3). 

50. {1,4}, 1-1, -1}. {0,024}, {-@, 70}, 

{0 2, 02}, 1-0? oå}. 

51. Жав =2 ИМ (а )М (8 = 4 (Ао 能 使 N & )— 2, 
所 以 N (а) М (6)=1, 即 x 或 是 单位 元 . МИ, 2 ERL. 
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МОМУ 
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3= (一 4)4, 所 以 3 不 是 素 元 ， 由 问题 50 知道 , 4 是 素 元 . 


52 6+7% 6+7% 2+30? _ 33 + 140 + 18а? 


” 2+3 2+3w 2 二 3o? 7 
_ 15—4® 
一 了 . 
U=2, И= ~ 1; (CC+3o) д +Зо 一 一 1 : 
, ? 7 7 , 


N (-1)<7= М (2+30). 
53. 将 分 子 、 分母 同 乘 以 c+ 如 :并 化 简 .例如 ， #u=2 ‚ 
那么 U 可 以 有 不 同 的 选 法 , 取 U=2 或 U=3 都 满足 要 求 


[и?-иъ'+о ии +v eg д. х= В (0+ Го} 
+ Є+ аф ) (и +с.0) На В О+Го )eZ[w] ,利用 问题 41 的 
沦 证 ,得 到 N[C+do )@ +06 < 4-М (e+ do )< М (ct dw ). 

这 是 Z [w] 中 的 除法 算式 ， 我 们 要 用 它 来 证 明 Z [о] 中 的 因 
子 分 解 的 唯一 性 ， 

54. Gii) 根据 问题 33 ,wx= 64+r ,其 中 N r)<N (6) .因为 
r=a— (ха+у В )а= (-х,49)а+ (-у9)ВЕА , ША ô EA 中 
有 最 小 的 正 范 数 , 所 以 N_C)=0 ,从 而 r*=0,x 是 6 的 倍数 . 

在 等 距 格 上 , 集合 4 可 以 看 作 是 一 个 等 距 子 格 ,与 其 说 它 是 
由 1 构成 不 如 说 是 由 6 构成 的 . 

# Мо) =1, М 6)=NN (б) ,所 以 在 Zlw] 中 至 少 有 六 个 
元 素 满 足 关 于 gcd (a , PHIR. ÆN (0) = № (п) Н. у= уд, M 
NO )= 1 ,所 以 恰 好 有 六 个 元 素 满足 关于 gcd @, B) 的 条 件 . 

55. 因为 的 因子 仅 有 单位 元 ,x, 以 及 z 与 单位 元 之 积 , йл 
ХЖ a, 所 以 多 cd п, a)= 5= 一 个 单位 元 ， 

因为 1 是 单位 元 的 倍数 ， 所 以 A4=Z[w] , 而 且 存 在 x 与 了 ， 
使 得 Xx+yax=1 ,所 以 xxB+yapB=B. 由 于 wlzp, 所 以 x1P. 

56. 因为 zz 和， 所 以 由 问题 55 知道 |y ,或 者 
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к, | Y2 7 . Жл |7, ‚Жл, = 7, х 单位 元 . 否则 ‚в = 
复 此 推理 (最 多 m 一 1 次 ), ВЖ Нл |y. лт, THRUS 
ВЕШ Б ни 1 个 素 因 子 组 成 的 乘积 (不计 单位 元 ) 是 唯一 的 ， 
那么 , 上面 的 第 一 部 分 的 论证 就 是 进行 归纳 推理 的 基础 . 如 果 我 
ПЕТЬ Z 中 因数 分 解 唯一 性 定理 (问题 1.58 ) 相 类 似 的 
定理 ， 那 么 此 处 由 单位 元 所 引起 的 不 便 是 不 可 避免 的 . 

57. 是 的 ， 因 为 Zc< Zlo]. 

58. 是 的 , ҢҢ оа=х.бф=у,у=—ь. 


59. “Ж рса (х, у, ғ) а, ох а ‚ В а » Y d . 
60. ж—1= (ад+1)2-1=а 242+ 322+ Зад 而 3= 一 12， 
ВД №-1= 0235-04-24“, НЇН 49 ЗЫ = 0,1, -1 


(mod 4), Ла, 2+1, а-1= 0 (той 1). 于 是 (-1) 
-(&+1)= 0 (mod 2) МАШ (@?-а)1 = 0 (mod 4*), 由 此 
я} х’—1=0 (mod 1‘). ЕР х=а@4—1 的 情况 ， 可 用 同 

61. Жх,у, 2= +1 (mod 14)， 则 由 和 问题 60 知 ， 

х’, уз, 23 == +1 (той 4“), ТЖх?+у?+2 = +3, +1 
(тоа 4+), 但 是 44=9, МИ, ВЕ х,у, 中 至 少 有 一 个 含 
有 因子 4 ,否则 x3+y3?+z3== 0 mod 9) 是 不 可 能 的 . 

62, Жу= 1 (mod å), у? =1 (mod л). # y= -1 
(mod 4), Шу? = -1 (mod д). М += +1 
(тоа 4). НЖу:+2 =(-х) Мах, AAy’+z = 0 
(тоа 4). Hit. уз, z= (1, -1}, Ау, 2}={1,-1}, 
就 是 说 , у 与 z 对 模 4 不 同 余 . 

63. у+ог= а +1+ о (BA—1)=ai+pBAt+w, 
wy+z=w (аА+1) +В 1 = ал +В о 24, у+г= ал+ ВА. М 
№, А|у+ос, оу+=2,у+2. 
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Ж дА|у+ от. +2, Шод О-о) K ӧ|о 22, 所 以 6 是 
单位 元 , 或 者 61z. 但 6|y+z, 所 以 61y,z. 

若 541ewy 二 +z ,yy 十 z , 则 可 做 类 似 的 论证 ， 

Ф 641y 十 wz ,wy 十 z ‚ЇЙ бА |у+ @2— о? (wy 十 z) ,于 是 
54|14z,61z. 因 为 61wy+z， 所 以 61wy ,因此 6 是 单位 元 ,或 
者 是 上 与 z 的 公 因 子 . 

4 不 是 y 与 z 的 公 因子 ， 所 以 6 没有 因子 4, 因此， 问题 里 
的 三 个 数 中 至 多 有 一 个 数 有 因子 27. 

64. 由 问题 62 31, у, 2== 1, —1 (тоа 1), ЖА, Hi 
题 61 ЖМ у’, 2} = 1,—1 (mod 2°) -x= 0 (тоа 13). 
КЖ х= 0 (mod 4) ,所 以 有 某 个 y 使 xX = уд, Ki x’ =p. 
В Atiy, МЫ |у, ШҢ., НТужжлх, МЫ Ау. 
Ах. 

65. 对 任意 的 y, =, A y’tz?=w° (7+2) (wy+2) +z), 
根据 问题 59 和 问题 62 , 不 失 一 般 性 , 可 以 假定 问题 63 中 的 条 件 成 
立 ,以 及 上 和 = 没有 异 于 单位 元 的 公 因子 , 因此 


w’ (+z) OAKA 了 十 (oz 
} | 1 '* 一 
中 任何 两 个 数 都 没有 异 于 单位 元 的 公 因子 ,所 以 它们 都 是 立方 数 ， 
或 立方 数 与 单位 元 之 积 ащ - г) 的 因子 由 问题 63 知 在 
w’ (у+2) оу+ 2 У+ 02 
А у й ? А 
中 至 多 有 一 个 数 有 因子 4 , 再 因为 这 三 个 数 之 积 是 (- = | ‚ 所 以 


它们 的 因子 中 4 的 最 高 害 是 4 入: ,这 里 的 4* 是 整除 Хх?) Е Е. 
66. @) Ма+о)=М (-1-ш)=1, № (1-о)=№(-1+о) 
=3. МИ)=3 , МАМ (А?) = М (т): 271,3, 
@) 由 问题 60 得 到 
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«== 0 (той })=а?'= 0 (mod 4°), 
x= 1 (той 2) «=l (mod 14%), 
x= –1 (той 3) а? = -1 (той 4°), 

若 41y 但 不 是 a 或 6 的 因子 , 则 由 ?+wB ”+ my;=0 推 
#+1+0 三 0 (той 4°), 这 是 不 可 能 的 ( 恨 据 () ) . 

ФРА |а, HEAR o°, 然后 作 同 样 推理 . 

若 118 , 将 等 式 乘 以 o， 然 后 作 同样 推理 . 

67. 因为 三 数 之 和 是 零 及 它们 的 乘积 是 一 个 立方 数 ,所 以 ,根据 
问题 44, 所 给 的 等 式 具 有 ?+B;+y =0 或 ?+wp?+wy*=0 
的 形式 ， 由 问题 65 知 ,a ;，, Бу? 中 恰好 有 一 个 含有 因子 4. 填 
是 ,根据 问题 66 , о +ов toy = 0 是 不 可 能 的 .这样 , 从 一 个 
Жап Ху ;的 等 式 出 发 ,其 中 x ,y ,z 无 公 因子 , 而 且 只 有 一 个 
SATA, 可 以 构造 出 另 一 个 同样 形状 的 等 式 , 但 在 含 因子 4 的 项 
‚АЮШ ЖК ЕГ. 重复 这 个 构造 过 程 , 就 可 得 到 一 个 这 种 形状 
的 等 式 , 它 的 项 都 不 含 因子 1 . 这 与 问题 61 矛盾 ， 这 是 使 用 Fermat 
递 降 法 的 又 一 个 例子 . 

68. 给 出 的 方程 与 к” + "二 人 "=0 等 价 . 若 m 是 负数 ， 


m= п, РЕБ P+" P= ("у") Ж. 论断 “对 于 
n>2 ,不 存在 使 x"+y"=z" 成 立 的 非 零 整数 x,y,z" 即 是 著名 的 
Fermat 大 定理 , 它 至 今 还 没有 证 明 . 为 了 证 明 这 一 结果 对 各 种 特 
殊 的 素数 成立 , 已 经 花费 了 大 量 的 工作 


历史 注 记 


一 个 按照 一 定 规则 来 构造 Pythagoras 三 元 数组 的 方法 早 就 
为 巴比伦 人 所 知道 了 (公元 前 约 1500 年 ).Eudlid (公元 前 约 300 
年 ) 已 经 知道 我 们 的 公式 (5.11), 而 Diophantus (公元 约 200 
年 ), 则 能 证 明 这 个 公式 给 出 了 全 部 解 . Fermat 断言 
x4+y4-=24 没 有 整数 解 ， 而且, 正如 我 们 已 经 看 到 的 ,用 他 的 递 
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降 法 给 出 了 一 个 证 明 . Fema 还 宣布 他 有 一 个 关于 х?+у?=2 
没有 整数 解 的 证 明 . 1770 年 Ешег 发 表 了 对 这 个 论断 的 一 个 长 
期 被 认为 是 完善 的 证 明 . С.Е. Gauss 利用 1 的 复 立 方 根 给 出 了 
男 一 个 证 明 . 

在 一 本 Diophantus 的 书 上 的 空白 处 Fermat 写 道 : “把 一 
个 立方 分 成 两 个 立方 , 或 者 把 一 个 双 二 次 方 ( 即 四 次 方 ) 分 成 两 
个 双 二 次 方 , 一 般 地 , 把 任何 高 于 二 次 的 害 分 成 两 个 同样 次 数 的 
E. 都 是 不 可 能 的 ; 我 已 经 发 现 了 一 个 确实 非凡 的 证 明 , 但 这 空 
白 太 小 ， 写 不 下 .” 命 题 “ 当 n>2 时 ,x"+y”=z"' 没 有 整数 解 ” 
是 Fermat 所 宣布 的 结果 中 唯一 还 没有 证 明 的 结果 , 因此 , 称 之 
为 “Fermat 大 定理 ”， 如 果 能 对 所 有 奇 素数 n 和 n=4 证 明 
Fermat 大 定理 , 那么 就 可 以 完全 证 明 它 了 . 为 了 扩大 使 Fermat 
定理 成 立 的 素数 n 的 集合 ,Kummer 等 人 在 十 九 世纪 四 十 年 代 检 
验 了 有 因 式 分 解 唯一 性 的 域 ， 他 们 对 于 某 些 复 算术 中 不 存在 因 
式 分 解 唯一 性 感到 吃惊 ， 直 到 现在 , 仅 对 n=4 及 有 限 个 素数 证 
明了 Fermat 大 定理 . 

ДЕ Bell (1962 ) 的 书 中 , 转载 了 Fermat 信件 的 一 些 有 趣 的 摘 
Яң. E Edward (1977 ) 的 书 中 , 对 有 关 “ 大 定理 ”的 工作 , 按照 历 
ERIE, 作 了 详尽 的 介绍 和 研究 . 
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第 六 章 + 7 和 
二 平方 之 和 


1. 在 表 工 1 中 , 找 出 小 于 100 且 在 表 $.1 中 出 现 的 那些 数 . 

2. 表 1.1 中 的 哪些 列 含有 表 5.1 中 的 数 ,哪些 列 不 含 ? 

3. 1.1 的 哪些 列 含有 表 5. 1 中 的 奇 素数 ,哪些 列 不 含 ? 

4, 做 一 个 模 4 的 平方 和 表 , 并 且 证 明 形 如 4K+ 3 的 数 不 可 能 
是 二 平方 之 和 . 

5. 把 表 5.1 中 小 于 200 且 有 因数 3 的 那些 数列 出 来 .对 每 个 
数 找 出 能 够 整除 它 的 3 № РОКА. 

6, 做 一 个 模 3 的 平方 和 表 . 若 оу? = 0 (mod 3), 对 x 和 
у ВЕНА Ix у 0897 

7. 把 表 5.1 中 小 于 200 且 有 因数 7 的 那些 数列 出 来 .对 每 个 
数 找 出 能 整除 它 的 7 的 最 高 次 寡 . 

8， 做 一 个 模 7 的 平方 和 表 . 若 x*+y’ 夺 0 mod7), 对 x 和 ) 
能 做 什么 推断 ? 对 х? + у? ВЕ? 

9， 假 设 数 素 p (去 2) 能 整除 形 如 x?+y? 的 一 个 数 于 是 x? +)? 
0 (mod p); 那 么 , 若 y == 0 (mod p), 则 存在 整数 a, 使 得 ау 
1 (подр ), 从 而 有 (ax )?+ 1 == 0 (modp). 因 此 ,ax ЖМ, 中 
的 4 阶 元 素 . 根 据 Lagrange 关 于 子 群 的 定理 ,对 于 p ВЕНА, 
问题 4.18 及 问题 4.19 做 比较 ). 

10. 试 陈述 问题 9 的 逆 否 命题 ,以 推广 问题 6 与 问题 8. 

И. 当 忆 =2 时 ,问题 9 的 结论 是 否 正确 ? 

12. Ex + у? 27 整除 ,是 否 必 被 8 1 整除 ? 推广 你 的 论证 . 

13, Я 5.1 中 的 数 的 素 因 数 分 解 , 从 而 提出 一 个 关于 哪些 
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正 整 数 可 以 表 为 两 个 平方 数 之 和 的 猜想 . 

14， 在 表 5.1 中 找 出 三 个 数 宅 们 都 在 第 一 列 之 外 至 少 出 现 

二 次 .把 每 个 数 表示 成 表 中 的 “ 数 之 积 .利用 形 如 

13=2:+32= (2+3i) (2-31) 
的 复数 因子 分 解 ,把 你 原来 的 三 个 数 都 表示 为 四 个 复数 之 积 .通过 
改变 乘积 中 的 四 个 复数 的 次 序 ,为 你 找到 的 三 个 形 如 
十 户 == 忆 十 四 的 等 式 的 例子 提出 一 个 理论 根据 . 

15, # айп 5 В, ЖЕШ a+ ib 的 复数 为 Gauss 整 数 . 

将 + 如 分 解 为 Gauss 整数 之 积 . 设 a,b,c,d, 是 整数 ,把 
(2+6) (e+ 史 ) 表 成 四 个 Gauss 整数 之 积 . 重 排 这 四 个 因数 ,使 
前 面 两 个 是 后 面 两 个 的 共 示 复 数 .把 前 两 个 相 乘 得 到 -一 个 Gauss 整 
数 .后 两 个 相 乘 也 得 到 一 个 Gauss 整数 . 用 这 样 的 方法 所 得 的 两 个 
Gauss ЖЕН О 

将 tb) (e+ 史 ) 表 为 两 个 平方 数 之 和 . 

16， 如 何 利 用 上 题 最 后 得 到 的 恒等式 来 证 明 你 在 问题 13 中 所 
提出 的 部 分 猜想 ? 

17， 你 在 问题 13 中 所 提出 的 猜想 还 有 哪些 部 分 没有 证 明 ? 

18， 求 出 表 5.1 第 二 列 中 所 有 数 的 素 因数 . 

19， 利 用 问题 4.22 来 判断 ,是 否 只 要 把 表 5.1 延伸 下 去 , 同 余 
ТІ (той 4 ) 的 素数 就 一 定 是 第 二 列 中 某 数 的 因数 ? 

20， 将 表 5.1 пи | 的 素数 列 出 来 . 

21. 将 表 5.1 Чт + 且 是 某 个 奇 素数 二 倍 的 数列 出 来 . 

22， 按 照 下 面 的 方法 ,由 等 式 33 +1=2.613 可 以 导出 613 表 
为 两 个 平方 之 和 的 表达 式 : 

(352+1) (12+12) = 613-2. 

=> (35+1)+ (35-1)2=613.2° (由 问题 15 ) 
=> 3624342= 613.2? 

=> — 182+172= 613. 

将 这 个 方法 用 于 你 在 问题 21 中 所 得 到 的 各 个 等 式 ,把 13,41, 
61,113,181 及 313 表 为 二 平方 之 和 . | 
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已 知 79:+1 =2.3121 585+ 1=2.3613,$ # 3121 与 
3613 表 为 二 平方 之 和 . 

23. 已 知 

422+1=5.353, 
482+1= 5 461, 
522+ 1= 5:541, 
582+ 1= 5:673, 
改进 上 题 方法 ,将 353,461,541,673 表 示 为 二 平方 之 和 . 

24. 改进 上 题 方法 ,和 用 72+4:=5.13 5 92+22=17. 5 将 13 与 
17 表 示 为 二 平方 之 和 . 

25. 已 知 332+1=10 .109 5 672+ 1=10.449, 利用 问题 22 
与 问题 24 的 方法 将 109 与 449 表示 为 二 平方 之 和 . 尽管 利用 
32+1=10 可 以 一 步 就 做 出 来 ,但 是 , 若 分 两 步 来 做 , 即 先 去 掉 因数 
2, 再 去 掉 因 数 5, 却 更 有 启发 性 ， = 

26， 对 等 式 1+ 13?= 10.29 应 用 上 题 的 “两 步 方法 ", 求 29 的 
二 平方 和 表示 式 ， 

27. 已 知 34: 十 1=13.89, 求 整数 x,y, 使 得 (342 十 1) (у?) 
= 13? . 89, Н. 34х+у № 34y 一 x 都 被 13 整除 . 由 此 导出 89 的 
二 平方 和 表示 式 ， 

28. и Р=х?'+ у'4#Ж Н п + 1 =рк, ПЕН nx == +y (mod p), 
再 利用 等 式 

(@2+1)(2+у?)= (их+у)?+ (пух) 
= (их—у)?+ (пь+х) 
导出 大 的 二 平方 和 表示 式 . 

9. а 1132+222= 457 .29, 求 整数 r, у, 1$4(113°+ 22?) 
(х?+ у?) =457 .292 ,而且 113x+22? 与 113y 一 22x 都 被 29 Ж 
由 此 导出 457 的 二 平方 和 表示 式 . 

30. р=х'+у АЖ Н т> +n >= рк , ИЕННтх == пу 
(той p ), 再 利用 等 式 
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(т? + п?) + у?) = (тх+пуў + (ту- их )> 
= (тх- пу f+ (ту+пх) 

导出 大 的 二 平方 和 表示 式 . 

31，1m? 十 1 能 有 多 少 个 大 于 m 的 素 因数 ? 

32， 设 当 n<m В, п? + | 的 每 一 个 素 因 数 都 可 表示 为 两 个 平 
方 数 之 和 ,证 明 т? + 1 的 每 一 个 小 于 т 的 素 因 数 都 可 表示 为 二 平 
方 之 和 . | 

重复 利用 问题 30 ,并 注意 到 问题 31 ,证 Н] т?+1 的 素 因数 
都 可 以 表示 为 二 平方 之 和 ， 

33， 利 用 问题 32 及 归纳 法 ,证 明 形 如 到 + 1 的 数 的 素 因数 都 可 
以 表示 为 二 平方 之 和 .证 明 每 个 同 余 于 1 (mod 4 ) 的 素数 都 可 以 
表示 为 二 平方 之 和 . 

34. 将 可 以 表示 为 二 平方 之 和 的 整数 做 一 个 完整 的 分 类 . 

35， 有 没有 素数 在 表 5.1 中 出 现 两 次 ? 

36. ЖЖ р=а+ р = 2+ H ptl, 

G) 证 明 na= +Ь М пс= +d (тойр), 

(1) 利用 等 式 

P= (а? +6?) (2+4?) = (ас+Ба) + (аа –- Бе)? 
= (ас —Ба)?+ (аа-+ьс)?, 

证 明 在 右 端 的 两 个 表达 式 中 , 必 有 一 个 的 两 项 都 被 整除 ,从 而 必 
有 一 项 是 0. 

证 明 {а 62) = (с, а), 


四 平方 之 和 


37. 将 1 到 20 的 整数 表示 成 至 多 四 个 平方 数 之 和 . 
38. а,Ь, са 是 整数 ,是 规定 
Ё=р= = -1,ij= -ji=k,jk=-kj=i,ki= —ik=j, 
我 们 定义 四 元 数 asa+bi+cj+dk р R © H ЖЖ 
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а=а- Бі сј – йк, 假定 与 i,j,k 在 一 起 的 整数 是 与 它们 相 乘 ,而 
且 通 常 的 分 配 律 成 立 , 求 乘积 aa. 
对 任意 的 两 个 四 元 数 a, p, EHS a В. 
39. а,Ь, с,а, х,у,с,1 是 整数 , 把 
(а? + В?+ 2+ 42) О^ + у?+ 22 +12) 
表示 成 四 个 四 元 数 之 积 ,再 表示 成 两 个 共 斩 四 元 数 之 积 . 

证 明 : 如 果 两 个 整数 都 可 以 表示 成 四 个 平方 数 之 和 , 则 它们 的 
乘积 也 可 以 表示 成 四 个 平方 数 之 和 |. 

40， 在 问题 34 中 已 经 知道 ,任何 正 整数 ,只 要 它 的 素 因 数 分 
解 式 中 不 含有 同 余 于 3 (поа 4 ) 的 素数 р HARE р 
平方 数 之 和 .为 了 证 明 每 一 个 正 整数 能 表示 成 四 个 平方 数 之 和 ,还 
需要 再 证 明 什么 (Lagrange 四 平方 数 定理 ) 

41， 设 哺 是 奇 素数 ,那么 Z,， 中 有 多 少 个 平方 数 ? 在 集合 
{— )KeZ, 与 22+ е2, } 中 各 有 多 少 个 不 同 的 元 素 ? 

证 明 这 两 个 集合 相交 ,及 存在 整数 x,y, 使 得 x+ уг+ 1 =0 
mod p). 

42. 设 p 是 奇 素数 ,是 否 必 有 整数 x ,у,0<х,у< АТ 
ху? + | == 0 (тойр)? 

证 明 存在 整数 a,b,c,d, ER + + с?+ = тр, т< р. 
43，22? 十 42 十 62 十 82= 120, 

12+ 22+ 32+42=30, 

+ 32+ 52+ 72= 84. 

若 a,b,c,d EER а +++ ВАЕ, ЗА a,b,c,d 中 
能 有 几 个 奇数 ? 

44. 若 a 与 b 的 奇偶 性 相同 ,那么 关于 a+6b 与 4a-b 能 说 些 什 


么 ? 
вв (бту и 60587 
= А (а?+Ь2+ с2+ 42), 


ЖЕ. 
46. 12+32+5:+7?= 84. 
利用 问题 45, 将 42 表示 成 四 平方 之 和 ,再 将 21 表示 成 四 平方 
之 和 |. 
47. а,Ь, с, ж. 
++ = тр, 
ЖЧ т 是 偶数 ,证 明 存 在 p 的 -个 倍数, 它 比 mp 小 , 且 可 表示 成 
四 平方 之 和 . 
48 1°+2°+3°+5°=39=3-13. 
者 选取 х= 1 (тоа 3), у = 2 (той 3),z 三 3 (тоа 3) № 
t = 5 (той 3), ШЕН 
хї+ у?+ +, 
х+2у+32+51, 
у— 2х—31+54, 
2+21-—Зх-5у 
与 
t—2z+3y— 5x 
都 被 3 整除 . 取 *, 7,z,! 是 绝对 值 最 小 的 数 ,并 将 乘积 
(12+ 224 32+ 52) (02+ ув 22+ Г) 
表示 成 四 平方 之 和 . 由 此 推出 13 的 四 平方 和 表示 式 . 
49 12+12+27+17:= 295 = 5 · 59. 
Ж х. у, 2,11 x= | (mod 5), у == 1 (той 5). = = 
2 (той 5 ),г==17 (той 5) ,月 有 最 小 的 绝对 值 ,并 将 给 出 的 竺 
ARLA + у 22+ Р, НЕЕ 59 的 四 平方 和 表示 式 . 
50， 设 ab,c,d 是 整数 月 
ё +++ Ф = тр, 
其 中 mm > 1 是 奇数 ,又 设 x,y,z,1 满 足 x =a mod т), у =b (пой 
т ),2 = с (mod м ),1 == d (той т ), 且 有 最 小 的 绝对 值 ,证 明 


эф <N, 
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以 及 
LHZ HË, 
ax+by+cz+dt, 
ay—bx-—ct+ dz, 
az+bt-c¢cx-dy 
与 
а{—Ь2+су-—4х 


证 明 , 对 于 某 个 整数 m ,0<m <m,m p 可 以 表示 成 四 平方 
之 和 . 

51. 设 是 奇 素数 ,利用 问题 41, 问题 47 及 问题 50 证 明 : 在 
使 тр 可 以 表示 成 四 平方 之 和 的 整数 m 中 ,大 于 1 的 都 不 是 最 小 
的 ,因此 ,p 可 以 表示 成 四 平方 之 和 . 

52， 利 用 问题 39, 问 题 51 以 及 等 式 02+02+ 12+ 12= 2, ЕНД 


正 整 数 都 可 以 表示 成 四 平方 之 和 . 
三 平方 之 和 


53， 试 将 从 1 到 20 的 整数 表示 成 三 个 平方 数 之 和 |. 

54. 做 一 个 模 8 的 平方 和 表 . 

能 否 找到 整数 xyz Heyr == 7 (поа 8)? 

Жочу+л <= 0 (той 4), Р х,у М РЕНАТА? 

车 4m 是 三 平方 之 和 ,证 明 т 也 是 三 平方 之 和 . 

证 明 :不 存在 非 负 整数 h,k, EI (8&K+7) 能 表示 成 三 平方 
注 记 与 答案 

参考 书 见 书目 : 

Bolker (970 ),Davenport (1978),Ore (948 ), Shanks (1978 ), 
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1. 0,4,8,16,20,32,36,40,52,64,68,72,80 =0 (тоа 4), 

1,5,9,13,17,25,29,37,41, 45, 49,61,65,73,81,85, 89,97 
三 1 mod 4). 

10,18,26,34, 50, 58,74,82,90,98 = 2 (той 4), 

2. 除去 同 余 于 3 (тоа 4) 的 那些 数 . 

3， 只 有 同 余 于 1 (поа 4 ) 的 那些 数 ， 

4. ЖКЖ Н, = 0+0 НИС. 
23 


w Ne Ol 
— © — оо 
N 一 局 一 | 一 
一 >- © 
м 一 


5 9,18= 9-2, 36= 9-4, 45=9:5, 72=9.8, 81, 
90= 9.10 ,117= 9-13, 144= 9-16, 153=9 -17,162=81-2, 
180=9 -20 , 


6. х+ у? = 0 (mod 3) 
=>х= у= 0 (mod 3) 


0 
0 
1 >©-+ у = 0 (той 9). 
1 


N N “jN 


l 
1 
2 
2 


7. 49, 98=49.2, 196=49.4. 

8. = 0, P= 1, 2 = 4, 32=2, 4= 2, 5 = 4, 
6? = 1 (mod 7). 

0 1 2 4 x+y = 0 (mod 7) 

12 3 5 >x= у= 0 (mod 7) 
2346 =>х+у? = 0 (тоа 49). 
4 5 6 1 
9. 若 M,， 有 一 个 4 阶 元 素 , 则 4p - 1,p == 1 (mod 4). 
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10. # р==3 (mod 4), 则 
х+у?=0 (mod p) 
=» x= у==0 (mod p) 
> x+y = 0 (той p’). 
11， 因 为 1 三 -1 (mod 2), 所 以 由 (ах)? +1 == 0 (mod 
2 ) 不 能 推出 ax ЕМ, НЕ 4 И. Н ?+ у = 0 (тоа 2) 能 推出 > 
与 》 同 为 奇数 或 偶数 .在 这 -- 点 上 ,2 和 同 余 于 1 (mod 4) 的 素 
数 相似 ,而 和 同 余 于 3 mod 4 ) 的 素数 不 相似 . 
12. AA 27L -+ ух + у? == 0 (тоа 3), 所 以 ,由 问题 6 


{9 х=Зх’,у=Зу’. Ш, + у=9 (ху?) Зи +у”, НН 


Ё 6,х'=3х”,у'=3у”, рах+ур=81 (х”?+у”?) ЖШ БЕ 
问题 10 相似 的 论证 推出 ,如 果 素 数 pjx + у ИН. р == 3 (тоа 
4), ДЖЕК х2 + у? йз р 的 最 高 次 数 是 侦 数 . 
13. Жіп х 十 六 的 数 的 素 因数 分 解 式 中 , 同 余 于 3 {mod 4) 
的 素数 р 的 指数 是 偶数 ,另外 的 素数 的 指数 则 可 以 是 任意 的 . 
14 50=5-19 =: (22412) (32+ 12) 
= (2+1) (2—1) (3+1)68-[) 
[@+г)@3+)][@—)@3—)] = (+51) (5 – 51) = 52+ 5? 
[2+1)68 10-1) (3+1)] = (7+1) (07-1) =72 +1 
65=5 ·13 = (22+ 12) (22+ 32) | 
=2+100-00+300-30 
[0+2)0+32))[0 1) 0-32) = (18) (1—82) = 12+ 82 
[(2-1) (2+ 31)1[0+1) 2 -31)] = (7+4) (7—41) = 72+ 42 
85=5 .17= (22+ 12) (4+) 
= (2+1) (2-1) (4+1) (0—1) 
[@+)@+0)][@—)(4—)] = (7+6) (7-6) =72+ 6? 
[@+г)@—)][@—)@+)] = 09+ 21) 09-21) = 92+ 22 


- 143 - 


15. Н 211 表示 全 体 Gauss 整数 ,与 问题 5.56 中 对 Z[w] 所 
证 明 的 一 样 ,在 Z[ 引 中 也 有 唯一 因子 分 解 定 理 成 立 , 这 可 通过 定 
义 范 数 N (a+ib) = 人 + 有 来 证 明 : 但 是 ,我 们 这 里 不 用 这 个 定理 ， 
а + Б = (a+bi)(a—bi) 
(а? +?) (+4?) = (а+ Б) (а- Б) (+ аі) (с аі) 
[ (0+1) (+ 41) (а— 61) (с di} 
= [ (ас 64) + (ad + bci (ас Ва) – (аа + be )i 
= (ас - Ба F+ (аа + bc Y, 

而 且 
[ (а= Ьї)(с—41)][ (и — БЬї)(с+ adi) 
= [(ас+Ь4)— (ad – ве) [ (ас+Ь4)+ (аа – Бс) 
= (ас+ һа) + (аа-ьс). 

16. 问题 15 中 的 恒等式 表明 ,由 可 以 表 为 一 平方 之 和 的 整数 所 组 
成 的 集合 对 乘法 是 封闭 的 .因此 ,每 个 正 整数 , 若 它 的 素 因 数 分 解 
式 中 的 指数 都 是 偶数 , 则 一 定 可 以 表示 成 一 平方 之 和 ,这 是 因为 这 
样 的 整数 都 是 平方 数 ,而 且 显 然 有 妆 = 妆 + 0?, 

17， 还 需要 证 明 :每 一 个 同 余 于 1 mod 4) 的 素数 都 可 以 表 
示 为 二 平方 之 和 . 

18. 根据 问题 4.24 ,只 需 考 察 同 余 于 1 mod 4 ) 的 素 因数 ， 
再 根据 问题 1.47, 只 需 研究 不 超过 41 的 这 种 素数 . 或 利用 
Hubbard (1975 ) 的 书 . 

见 注 记 20 与 注 记 21. 此 外 ,有 下 面 的 结果 : 

两 个 素 因 数 : 8:+1=5 .13, 122+1=5.29, 222+1=5.97, 
282+1=5.157, 30° +1=17-53 , 342+ 1 =13-89, 
422+1= 5 . 353, 44+ 1= 13-149, 460 +1= 29 - 73, 
48 +1=5:461, 502+ 1= 41:61. 

三 个 素 因 数 : 132+1=2.5 .17, 17?+1=2-5 29, 
212+1=2 -13 17, 232+1=2. 5.23, 27+1= 2-5 :73, 
3+1=2 .13:37, 33+1=2 - 5:109: 372+1=2 5 .137. 


`- 144 ` 


三 个 素 因 数 , 其 中 有 一 个 重复 : 7+1=2. 52, 182+1= 513, 
322+1= 52.41, 382+1=5. IP, 412+1=2 .292. 
ШЛ: 432+1=2. 52.37, 47+1= 2:5 :13 17. 
19. 根据 问题 4. 18 А4. 29,5] ТЕ--ЖЖр =1 
(тоа 4), 一 1 是 对 模 p №) RRR, MARERE п, п? 
=-] (тойр)рји? +1, 
20. ЖЖ. 
Р+1=2, ?+1= 5, 42+1=17, 6°+1= 37, 
102+1= 101, 14°+1= 197, 162+ 1= 257, 202+ 1= 401, 
242 +1= 577, 26+1=677, 36:+1= 1297, 40+1= 1601. 


21. ЖЖ 2. 
3+1=2-5, 5+1=2 13, 9+1=2-41, 112412. 61, 
15:+1=2-113,  19+1=2-481, 252+1=2 .313， 
29:+1=2.421， 35+1= 2:613, 392+ 1=2.761, 


45° +1=2 - 1013, 4924-1-22: 1201. 
22. 5°+1= 2.1356? +42= 22.1332 +22= 13. 
9+1=2.41=102+82=22. 41524 42=41. 
12+1=2:61 一 12:+102=22.61 62+ 52=61. 
152+1=2-113 =>16:+142= 22.113 =82+72=113. 
19+1=2 -181 =20:+182= 22.181 =>102+ 92= 181. 
25+1=2 -313 = 26:+242= 22.313 =>13?+ 122= 313, 
79+ 1= 2 -3121 =802 +78? = 22.3121 =>402+ 39:= 3121. 
85+ 1= 2 -3613 =862 +84? =22.3613=432+ 42 = 3613. 
23.42+1= 5 :353 (422 +1) (22+1) = 52.353 
= 62+1.1)?+ (42:1-1.2) 
= 52.353 
—>857+40? = 52 . 353 
>17 +82 = 353, 
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482+1= 5 · 461 (482+1) (22+1)= 5?. 461 


=> (48.2-1.1)2+ (48 1+1 .2) 
= 52. 461 


=>95? + 50? = 5? . 461 
=> 192+ 10? = 461. 

522+1= 5 · 541- (522?+1) (22+1)= 5? . 541 
= 105? + 50? = 52. 541 
=212+ 10?= 541 . 

582+1= 5 : 673 (582+1) (22+1)= 5? . 673 
=60? + 115?= 52.673 
=122+ 232=673 . 

24. 2+4=5 .13= (7+4?) (22+1)= 5? . 13 


=(1.2-4.1)+ 1-1+4-2} 
= 52.13 


=10? + 152 = 52.13 
=>22+ 3*=13, 
924 22= 5 .17 = (92+22) (22+1) = 52.17 
=> (9 :2+2:1)+ (9-1-2: 2): 


=>202+ 52= 52.17 
=>4+ 12= 17. 


25. 332+1=2 -5 -109 34+ 322= 22.5 -109 
= 172+162= 5 -109 
= (172162) (22+ 1) = 52-109 
= 7-2+16-1)? 
+ (17 -1—16:2)2= 52.109 
. = 50?+ 152= 52.109 
一 10:+32= 109 . 
672+1=2-5 449 > 682+66?=22.5.449 
=> 342+ 33?=5 -449 
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= (342+ 332) (22+1)=5?. 449 
= (34 :2- 33 .1)2 
+ (34 -1+33 :2)2= 52.449 
=>35? + 100? = 52. 449 
— 72+ 20? = 449. 
26. 112+132=2.5.29—242+2=22.5.29 
=122+ 1°— 5-29 
= (12°+1°) (2°+1°)=5?. 29 
=> (12.2+1-1)2+ (12.1-2.1} 
= 52.29 
=>25:+ 102 = 5? . 29 
=> 52+ 22= 29, 
27. HHL +у2= 13 ,所 以 x ,y = 土 2, 土 3 .事实 上 , (х,у) 
(2 ,-3),(-2,3), (3,2) (-3,-2). 
(342+1)02-+ 32) =132. 89 => (34.2-1.3)2+ (34-3+1.2)? 
== 132.89 
=>652+ 104? = 132: 89 
=>5?+82=89. 
— уў=>»т?х?+= 六 ,所 以 nx 二 +y (тоёр) 
Ф пх==у , И] ny =- х Н.р|пх-у,пу+х, 所 以 


(=> Je ny+x ) =x. 
P р 

当 nx = — у (modp ) 时 ,论证 是 类 似 的 . 

29. Мжх+у=29,у=+2,+5. 


(к›у)= @,-5),(-2,5),5,2)65 ,—2). 
(1132+ 222) (22+ 52) = 292.457 
=> (113 -2-22.-5)?+ (113:5+22.2)2= 292.457 
=>116? + 609? = 292. 457 


28, п =-1 М х= 


“ 47. 


=42+212= 457, 
30. m= -r № х? == – утіх? == ny , МИД тх = + пу, 
(тойр). # тх = пу, тиу = тх = — их , ИД ту = – пх 
(modp ), Ж р| тх – ну ,my 十 nx ,因此 


тх – пу j+ my + nx к 
р р | 


当 mx = 一 ny (modp ) 时 ,论证 是 类 似 的 . 

31. рат +1 Hp а> т +1,р,а> иР+ 2т +1> т], 
MA т? +1 至 多 有 一 个 大 于 т 的 素 因数 . 

32. #ріт+19р<т,р| (т-р)?+1, Ш НН ВЯ 
了 是 二 平方 之 和 . . 

т +1 =рр, .…p,, 其 中 pp 是 素数 ,但 可 以 相同 .由 问题 31 知 ， 
至 多 有 一 个 Pi> m . 设 p,>m .根据 假设 ,另外 的 素 因 数 都 是 二 
平方 之 和 ,因此 ,反复 利用 问题 30 可 推出 

т'+ 1 т?+ 1 | т'+ 1 


> 


р pp ’ РРР, 
都 是 二 平方 之 和 .最 后 一 数 就 是 p,. 
33, 2 三 上 十 了 是 二 平方 之 和 ,这 是 对 т 实行 归纳 法 的 第 一 
步 .归纳 步骤 见 问 题 32 . 因此 , Ж п п +1 的 数 的 素 因 数 都 可 
表 为 二 平方 之 和 .由 问题 19 知 ,它们 恰好 就 是 全 部 同 余 于 1(mod 4) 
的 素数 以 及 素数 2. 
34， 由 问题 33 知 ,素数 2 以 及 每 一 个 同 余 于 1 поа 4 ) 的 素数 可 
以 表示 成 二 平方 之 和 ,因此 ,由 问题 15 得 出 ,二 平方 之 和 的 数 的 素 因 
数 分 解 式 中 ,这 种 素数 的 指数 可 以 是 任意 的 ,而 且 根 据 问题 10, 同 
余 于 3 mod 4 ) 的 素数 在 分 解 式 中 只 能 有 偶 指数 . 
35， 没 有 . 
36. и? =-1, а? = Б, C=- Ф, аи? == БН сп? 
= d’ (mod р). МИ, ап = +b ,cn =+а (mod р). 
Жап =b Hen = d Жап=—ЬҢсп== ~d (той р), ЙИ 
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ае+ра = ас (+n?) =0 В. а4—Ьс = + ас (п-п )= 0 (той 
р). МИ, А. 

p= (а?+ Б?) (e+ 2) = (ас+ Ь4)+ (аа- Бс)? 
的 两 边 可 用 户 整 除 .这 给 出 了 数 1 的 二 平方 和 表示 式 ,因此 其 中 
必 有 一 项 为 0. 若 ad= bc, 则 

а? (а?°+ Ь?) = be + Рр = 6? (с? + Ф), 


РБ? = а .符号 交错 的 情况 可 同样 证 明 .对 于 数组 {fa2,22 的 唯一 性 ， 
利用 Gauss 整数 中 的 因子 分 解 唯一 性 可 以 给 出 一 个 较 简 单 的 证 
H 
Н 本 题 所 证 明 的 就 是 :如 果 一 个 素数 可 表 为 二 平方 之 和 , 则 只 能 
有 一 种 表示 法 . 

37， 一 个 平方 :1,4,9,16. 

二 个 平方 :2,5,8,10,13,17,18,20. 

三 个 平方 :3,6,11,12,14,19. 

四 个 平方 :7,15. 

38, 

@a+bi+cj+dk )(a—bi—cj—dk) 


= а —abi— acj — adk 
+abi+ 62— Бек +bdj 
+acj+ bck +e- cedi 
+аак -— Ьа] + саї+ = ++ +4, 
а В = (a+bi+cj+dk)(x+yi+zj+tk) 
=ах+ауі+ ај + atk 
+bxi—by+bzk—-btj 
+ схј – сук -- ez+ cti 
+dxk + dyj – dzi — dt 
= (ах- Бу- cz— 41) 
+ (ау + Вх-+ сі - dz) 
+1 (а2— bt +сх+ау) 
+ (а! +52-су+ах) 
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因此 
Ва = (ах Ву- с2- 4!) 
— оф + уа+2а- (с) 
—j(xc~yd+za+tb) 
—k(xd+ yc- zb + ta)=aß. 
39， 使 用 问题 38 中 的 x,8, 有 
@++‹г+4)02 +y +7+Р)= aoaph 
ВВ 是 实数 ,所 以 可 与 交换 , 故 
ха ВВ = аВВа = «Вар 
= (ах-Бу- с2- dt}? + (ay+bx+ct-dzř 
+ (az-bt+cx+dy Y + (а+62- су+ах) 
是 四 平方 之 和 . 
40， 者 每 一 个 同 余 于 3 (тоа 4) 的 素数 可 以 表示 成 四 平方 
之 和 ,那么 定理 就 证 明了 . 
41, 2, 中 有 y Ф—1) 个 二 次 剩余 .0 也 是 平方 数 .因此 2， 


中 共有 地 ФН ИЕ, 
这 两 个 集合 中 的 每 一 个 都 有 Z 的 村 +1) 个 元 素 ,而 
н 3 p++- (ф+1)=р+1ЖЁ 7, 中 不 相同 的 元 素 个 数 
42. x?=(p- x)? (modp ), 所 以 ,如 果 0< x<p, 则 x< рй 
p- Х< +r. 因此 存在 整数 x,y,0 < х,у< > PEB 2+ у? +1 
+@ = 0 (той р), 2+ у?+ 12+ 0 тр, {Н №, у?< (= А; 


因此 当 P>2 В, х2+у2+ 1 < > р+1<р°, ВД т <р. 
这 一 基本 结果 的 另 一 证 明 ， 可 用 问题 3.82 得 到 . 
43， 有 0,2 或 4 个 奇数 ,4 二 а (mod 2). 
44 a+b Ба’ 都 是 偶数 . 
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1 
45. k= 一 
5. >. 
46, 124324 52+ 72= 84, 所 以 


э +1?+6@+12= 5 . 84= 42 (由 问题 45)， 


++ 22+ 6? = 42, 
1 
2 

QO2+1+2+4=21. 
47， 若 mp 是 偶数 , 则 a,b,c,d 是 由 两 对 奇偶 性 相同 的 数组 成 . 


若 a 与 b,c 与 4 有 相同 的 奇偶 性 , 则 可 利用 问题 45 将 二 mp 表 
成 四 平方 之 和 . 

48. 12+22+ 32+ 5: == 0 (тоа 3 ), Ж1х+2у+ 32+ 5 
= 0 (mod 3) Н. ^^ + y+ 2+1? == 0 (mod 3). 

由 1у= 2х М 31 = 52 (mod 3) 推 出 第 三 个 式 子 被 3 整除 . 

由 1:= 3х Ж 27 = 5y mod3) 推 出 关于 第 四 个 式 子 的 
结论 . 

由 I= 5х 及 22== 3y (mod 3) 推 出 关于 第 五 个 式 子 

Ж x=1,y= 一 1,z=0, t= 一 1, 利用 问题 39 中 的 恒等式 
(XÆ b,c, а 的 符号 ) 得 到 | 

(12+ 22+ 32+ 52) (12+ (-1)2+02+ (-1):} 

= (1-2+0-5)?+ (—-1-2+3+0)2+ (0-2-3+5} 
+ (-1-0-3-5):, 
HÆ 3.13=6+0°+0'+9°, 13=2'+07+074+37. 

49. № х=1,у=1,2=2,1=2. 

(12+ 12+ 22+ 172) (2+ 2+2+22) 

= (1+1+4+34)2+ (1-1-4+34) 


124 02+ 42+ 22= . 42 (由 问题 45 ), 
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+ 2+2-2- 17 P+ 2-2+2-17)?, 
ЯН 2.52.59 =402+ 302+ 152+ 152, 
2-59 = 8? + 62+ 32+ 3°, 

所 以 59 = 72+ 12+ 32+ 0°. 

50. 因为 а++се+4@= 0 (той т), 
所 以 ax+by+cz+di=0 (той т), 
Н. L+y ++? = 0 (mod т). 

由 ay=bx Мс! = dz (mod m ) 推 出 第 三 个 式 子 被 m 整除 . 

由 а7==сх М bt=dy (той m ) 推 出 第 四 个 式 子 被 m 整除 . 

由 at= ах М bz 三 cy (mod m) 推 出 第 五 个 式 子 被 m Ж 
利用 问题 39 中 的 恒等式 改变 р, с, 的 符号 ) 推 出 
(42+ Ь?°+ с+ 4 уо? + у?+:2-+к) 


= (ах+ Бу+ с + 41} + (ay— bx—ct+dz) 
+ @:+Ь1—сх—-ду + а! Б +су-ах) 


可 被 m? ҖЕ. | 

И х,у, 为 绝对 最 小 剩余 , 则 уз, G ") ,因此 

?+ у?+ 2+Г=т'т<т?, 

将 前 面 的 等 式 除 以 m2?, 就 将 m p 表示 成 了 四 平方 之 和 . 

51.， 由 问题 42 1, р 是 奇 素数 , 则 p 的 -个 比 p? 小 的 倍数 
可 以 表示 为 四 平方 之 和 .车 这 个 倍数 比 p 大 ,那么 根据 问题 45( 当 
倍数 是 偶数 ) 或 问题 50( 当 倍数 是 奇数 ) 可 知 ,有 一 个 更 小 的 p 的 
倍数 可 以 表示 成 四 平方 之 和 . 

重复 问题 4$ 或 问题 50 的 讨论 若干 次 , 就 可 推出 疡 可 以 表 为 
四 平方 之 和 . 

这 是 使 用 Fermat 递 降 法 的 一 个 例子 . 

52， 由 素数 2= 上 + 了 及 问题 51 知 ,每 一 个 素数 都 可 表示 成 
四 平方 之 和 .根据 问题 39, 能 表示 成 四 平方 之 和 的 数 集 对 乘法 是 
封闭 的 ,因此 ,所 有 正 整 数 都 可 以 表示 成 四 平方 之 和 . 
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53. НН 75115 不 能 写成 这 种 形式 . 
54 02 =0,12=1,22 =4 ,32=1,42=0,5?==1,6?=4, 
T=] (mod 8 ). 


1 +4 
0 1 4 1 2 5 4 5 0. 
125 2 3 6 56 І 
4 5 0 5 6 1 0 1 4 


在 这 27 种 可 能 性 中 ,7 没有 在 三 平方 和 (mod 8 ) 中 出 现 . 
О2= 0 ‚12 =1 ,22== 0,32 =| mod4) 
+1 
0 1 1 2 


И, ея кР 20 (тоа 4 HEH x= y =z = 0 (тоа 4}. 
E4m= x ty +2 , 则 x ‚у ‚2 都 是 偶数 ,等 式 两 边 可 以 用 4 整除 . 

因此 , 若 4(8K+7) 可 以 表示 成 三 平方 之 和 , 则 4": (8к+7). 
4/72 (8K+7) ,8K+7 都 可 以 表示 成 三 平方 之 和 .但 对 8+7 
来 说 ,这 是 不 可 能 的 ,所 以 原 假 设 不 成 立 . 


历史 注 记 


通过 研究 Pythagoras 三 元 数组 ,Diophantus ( 约 公元 200 年 ) 
知道 了 如 何 把 +) + 灾 ) 表 示 为 二 平方 之 和 .1770 年 ,Euler 
利用 复数 导出 了 同样 的 表达 式 , Diophantus 还 知道 二 平方 数 之 
和 不 能 同 余 于 3 (mod 4) Fermat 用 他 的 递 降 法 证 明了 , 同 余 于 
1 (mod 4 ) 的 的 素数 可 以 表示 成 二 平方 之 和 ,从 而 圆满 地 解决 了 二 
平方 和 问题 .Fermat 还 证 明 ,素数 的 二 平方 和 表示 是 唯一 的 ( 问 
6.36). 

Bachet (1621 年 ) 指 出 ,Diophantus 假定 每 个 数 或 是 平方 数 ， 
或 是 二 平方 之 和 ,或 是 三 平方 之 和 ,或 是 四 平方 之 和 . Fermat 第 
一 个 自称 证 明了 这 一 假定 .1748 年 , Euler 指出 了 如 何 将 
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(а? + Б? + с? +2) (+ у?+ 22+ Р) 

表示 为 四 平方 之 和 ,并 在 1751 年 证 明 , 每 个 素数 是 某 个 形 如 1+ а? 
二 如 的 数 的 因数 ,利用 Euler 的 工作 ,在 1770 Ẹ,J,L, Lagrange 
终于 发 表 了 一 个 完整 的 证 明 . 四 元 数组 是 W .R.Hamilton 在 
18 43 年 提出 的 . 

Fermat 判明 了 那些 不 能 表示 成 三 平方 之 和 的 数 (问题 6. 54), 
而 在 1798 年 ,A.M.Legendre 证 明 ,只 有 这 些 数 不 能 表示 成 三 平 
方 之 和 . 
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第 七 章 分 拆 


Ferrers 图 


1. 1+1+1+1=2+1+1=2+2=3+1=4, 

因此 , 我 们 说 正 整数 4 有 五 种 分 拆 了 . 写 出 5 的 七 种 分 拆 及 6 
的 十 一 种 分 拆 . 7 有 多 少 种 分 拆 ? 

2. 4 的 五 种 分 拆 可 以 用 这 样 的 图 来 表示 : 


它们 称 为 分 拆 图 . 给 出 5 与 6 的 分 拆 图 ， 

3.， 按 列 来 看 ,图 :… 给 出 了 分 拆 2+ 1+1. 按 行 来 看 , 这 辣 
一 个 图 给 出 了 分 拆 3+ 1 . 变换 行 与 列 , 就 将 图 :… 变 为 :”. 称 这 
样 的 一 对 分 拆 为 共 轿 分 折 . 4 ТУК? 
对 这 样 的 分 拆 提 出 一 个 名 称 . 找 出 不 超过 10 的 数 的 所 有 这 样 的 
分 拆 . 

4. 写 出 不 超过 ТО 的 数 的 所 有 这 样 的 分 拆 : 它 的 部 分 数 吕 是 
不 相同 的 奇数 . | 

5. ЗЛАЯ РЖ? 

6. ИЖ ТН, 它 是 否 至 少 必 有 一 个 表 为 不 
同 的 奇数 之 和 的 分 拆 ? | 

7， 若菜 个 数 的 一 个 分 拆 的 部 分 数 是 不 相同 的 奇数 , 它 是 否 
必 有 一 个 自 共 辆 分 拆 ? 

ї 把 一 个 正 整 数 表 为 若干 个 正 整 数 之 和 , 称 作 这 个 正 整 数 的 一 个 分 拆 . 在 本 章 
中 , 一 个 分 拆 的 各 项 及 其 图 形 的 各 列 ( 自 左 至 右 ) 均 按 大 小 顺序 排列 .一 译 者 注 . 


2 把 一 个 正 整数 表 为 若 于 个 正 整数 之 和 , 每 一 个 被 加 数 , 称 为 这 个 分 拆 的 部 分 
数 , 例如 2+1+1 是 4 的 一 个 分 拆 ,2,1,] 都 是 这 个 分 拆 的 部 分 数 . — ИЖЕ. 
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8 MARTE n ARSITA ERA i 
的 奇 部 分 数 的 分 拆 个 数 之 间 关 系 的 定理 ,并 证 明之 . 

9， 写 出 1,2,3,4,5.6,7 各 数 仅 含 1 和 2 的 分 拆 . 

10. n 有 多 少 个 仅 含 1 和 2 的 分 拆 ? 

2n+1 有 多 少 个 仅 含 1 和 2 的 分 拆 ? 

有 的 仅 含 1 和 2 的 分 拆 的 个 数 用 p, (п). 

11， 写 出 1,2,3,4,5,6,7 的 仅 有 -个 或 两 个 部 分 数 (可 以 相 
同 ) 的 所 有 分 拆 . 

12. 21 有 多 少 个 上 题 中 所 说 的 分 拆 ? 

2141 有 多 少 个 这 样 的 分 拆 ? 

13， 一 个 分 拆 的 部 分 数 如 果 只 是 1 或 2, 那么 关于 它 的 图 能 
说 些 什么 ? 

14. 如 果 一 个 分 拆 至 多 有 两 个 部 分 数 , 那么 关于 它 的 图 能 说 
此 什么 ? 

15. 利用 对 图 的 讨论 , 在 仅 含 数 1 和 2 的 所 有 分 拆 的 个 数 与 
至 多 含有 两 个 部 分 数 的 所 有 分 拆 的 个 数 之 间 建 立 联系 . 


生成 函数 
16， 计 算 
хе. +х+... (++ м... + хи...) 
的 展开 式 中 的 前 八 项 . 


对 这 八 项 , 把 x 的 系数 和 4 的 仅 含 数 1 和 2 的 分 拆 的 个 数 
做 比较 ， 
将 第 一 个 括号 内 的 指数 都 写成 车 个 1 的 和 ,第 一 个 括号 内 
的 指数 都 写成 若干 个 2 的 和 ， 一 般 地 证 明 
全 十 多 十 六 十 ,… +++... ) = 1+Yp, (н )х", 


或 者 , 利用 当 |x|<1 ЛИИ УА, , 证 明 
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1 о n 
@—х)(@1—х?) 1+) р; их . 


р, ) 的 定义 见 问 题 10 ， 

17. Я 1,2,3,4,5,6,7,8,9 各 数 的 仅 含 数 1,2 或 3 的 分 拆 
的 个 数 . 这 九 个 答案 用 p, (1). р, (2), р, (3) р, (4),p; (5). 
р, (6) ,р, (7) рз (8) р, (9 ) 表 示 . 

18， 算 出 1 到 9 的 每 个 整数 的 至 多 有 三 个 部 分 数 的 分 拆 个 数 . 

19. 怎样 描 述 部 题 17 和 问题 18 中 的 分 拆 图 ? 

20. НЯ 
(1+х+х? +... +х"+...) ++ жм+... 4х...) - 
(Lxx +... +хи+...). 
的 展开 式 的 前 七 项 . 对 这 七 项 ,把 PCx) 与 x 的 系数 做 比较 . 

证 明 这 个 展开 式 中 x 的 系数 是 p, 4) ,而 且 当 |x|<1 时 ， 

1 X 
Сау ауу 1120 x. 


21. &х|<1, 对 展开 式 


1 © 
ааа) “17%” 
Ө а, 做 一 猜测 ， 
证 实 或 否定 你 的 猜测 
通常 将 a, 写作 p, (п). 
22， 用 p(n) 表 示 的 部 分 数 < 六 的 分 拆 个 数 .仿照 问题 
16 ,问题 20 及 问题 21 , 试 猜测 p(n ) 的 生成 函数 .了 
23， 设 p(n) 表 示 的 所 有 分 折 的 总 数 ,在 条 件 
1) тжи ， 
1) т=и, 
全 #F к) 1+ Уа ， 则 称 F Gr ) 是 {a,} 的 生成 函数 或 母 函数 ,一 一 译 者 注 . 
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(1) m>n 
之 下 ,p,, (п) 5р (r) 有 什么 关系 ? 

24， 给 出 一 个 无 穷 乘积 ,使 它 是 p(n ) 的 生成 函数 . 

25$， 对 什么 样 的 上 值 , р, K ) 等 于 的 这 样 的 分 拆 的 个 数 , E 
的 最 大 部 分 数 是 т? 

26， 对 什么 样 的 / 值 ,p, (n ) 等 于 的 这 样 的 分 拆 的 个 数 , Е 
的 部 分 数 都 小 于 m? 

27. 利用 问题 25 与 问题 26 证 明 : 当 n>m 时， 

Pa (п) =р, п-т) +р,_ (п). 


若 要 使 这 个 等 式 当 n=m 时 成 并 , 应 规定 p,, (0 ) 取 什么 值 ? 

基 要 使 这 个 等 式 当 nn<m 时 成 立 ,应 规定 p,, (n 一 m) 取 什么 
值 ? 

28， 利 用 上 题 证 明 ,区 

Е„(х)=1+У\ р„(л)х", 
则 № 
Е„(х)=х"Е (x)+F, (х). 
用 归纳 法 证 明 你 在 问题 22 中 提出 的 生成 函数 . 
29. & 


1 © 
йа lt, 


那么 q, 等 于 n 的 哪 种 分 拆 的 个 数 ? 
30， 设 


1 
(1-х) (1— х)... (1- х”)... 
那么 等 于 的 哪 种 分 拆 的 个 数 ? 
31. ik 
их) (+)... (же) =1+У ух, 


=1+у кх", 


n=l 
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那么 % 等 于 的 哪 种 分 拆 的 个 数 ? 
32. & 


@+х)@ +) (HTE , 


那么 1 等 于 n 的 哪 种 分 拆 的 个 数 ? 
33. 由 恒等式 
@ +х)(1+х)(1+2)...(+№)... 


1-х 1—x 1—х° 1 — x” 
хо 1 1—х 


= 1 _ 1 НИ НИ 
-x l= l= и 


能 对 的 分 拆 做 何 结论 ?“ 
34， 设 
a +х+х?) (1+ х+ж) (1+ х°+ 5х8)... 1+ м х”)... 
=1+Ў u, x" ， 


那么 等 于 的 哪 种 分 拆 的 个 数 ? 
35. 证 明 : п 的 至 多 有 了 两 个 部 分 数 相等 的 分 拆 的 个 数 ,等 于 
的 每 个 部 分 数 不 被 3 整除 的 分 拆 的 个 数 . 


Euler 定 理 


36. n 的 有 偶数 个 各 不 相同 的 部 分 数 的 分 拆 "个 数 用 Е (n ) 表 
ж, 有 奇数 个 名 不 相 问 的 部 分 数 的 分 拆 :个 数 用 О (п). 对 下 
п=1,..., 9, REM) О). 对 于 哪些 n (<9), Е (п)= О(п)? 

1 这 种 分 拆 称 为 偶 分 拆 . — ИЖ. 

а 这 种 分 拆 称 为 奇 分 拆 . 一 译 者 注 . 
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37. 举 出 几 个 分 拆 图 , 每 个 分 拆 的 各 部 分 数 都 不 同 . 

这 些 图 有 什么 特点 ? | 

38， 对 于 你 在 问题 37 中 举 出 的 每 个 分 拆 图 , 若 把 它 的 最 小 部 
分 数 (ВСЕ К), 并 在 它 的 上 个 最 大 的 部 分 数 上 每 个 加 工 , А 
问 是 否 会 得 到 另 一 个 各 部 分 数 都 不 相同 的 分 拆 ? 在 什么 情况 下 ， 
这 个 变换 不 能 实现 ? 若 这 种 变换 可 以 实行 , 则 称 它 为 & 变换 ， 

39， 对 于 你 在 问题 37 中 所 举 出 的 每 个 分 拆 图 , 若 先 把 在 通过 
最 长 一 列 的 最 后 一 个 点 的 、 从 西南 到 东北 方向 的 直线 上 的 那些 
点 都 移 去 ,再 把 这 些 点 作为 一 个 新 的 最 短 的 列 添加 到 原 图 上 , 试 
问 这 样 是 否 构成 另 一 个 各 部 分 数 均 不 相同 的 分 拆 图 ? 

在 什么 情况 下 , 这 个 变换 不 能 实现 ? 

若 这 种 变换 可 行 ， 则 称 之 为 8 变换 . 它 对 部 分 数 的 个 数 有 何 
影响 ? 

40， 除 了 问题 37 中 的 外 ,你 再 至 少 举 出 两 个 分 拆 图 ,它们 的 
”部 分 数 都 是 各 不 相同 的 . 对 这 每 一 个 分 拆 图 , 以 上 表示 其 最 短 的 
列 上 的 点 数 , 以 1 表示 上 题 所 说 的 直线 上 的 点 的 个 数 . 

Eksl, 实行 问题 38 中 的 变换 x (如 果 可 能 ) ; 

Ж К> 1 ,实行 问题 39 中 的 变换 (如 果 可 能 ) . 

41， 在 上 题 中 ,车 ks/ 但 变换 a 不 可 行 ,证 明 k=/, 并 求 这 
个 分 拆 中 部 分 数 的 个 数 . 证 明 这 个 分 拆 就 是 


QI=1)+ @1—2)+..+0+1)+1=+ 4.0- 1) 


ОРИ 
=> 181 1). 


42， 在 问题 40 中 , 若 K> 1! 但 变换 有 不 可 行 , 证明 大 = 1+1. 
并 求 这 个 分 拆 中 部 分 数 的 个 数 . 证 明 这 个 分 拆 就 是 
21+ QI—1)+...+ (+2)+ (0+1) 


1 1 
= 2 十 —- + = 一 一 十 
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43. Eng y I GIEL) .对 于 的 各 部 分 数 均 不 相同 的 分 


拆 , 定义 如 下 的 变换 了 : 当 kg1, T=&; 当 k>1, Т= В. 证明: 
7 是 一 一 映射 , 并 且 将 偶 分 拆 变 为 奇 分 拆 , 而 且 反 过 来 也 对 . 证 
H E (n)=0 (п). 

44. йл = (Е, 证明 : 在 "的 具有 不 相同 部 分 数 的 
分 拆 中 , 唯一 不 能 实行 问题 40 中 的 变换 的 分 拆 有 /个 部 分 数 .对 
+ Л п, ЖЕ (п) -О Oo) 之 值 . 

45. НИ 

(—х)й—х?)(1—?)... (1и)... 
的 展开 式 中 的 前 九 项 . 
46. 证 明 , М |х| <, 


(1-х) 2) (1-х)... 1-м)... У (Е (п) О (н) х". 
47. 证 明 , 4 |x|<1 时 ， 


QUA) 


(Euler 定理 ). 


注 记 与 答案 


本 章 是 作为 一 个 插曲 , 它 与 前 面 几 章 的 定理 无 关 ,也 与 后 面 
的 各 章 内 容 无 关 . 参考 书 见 书目 : Andrews (1971),Chrystal (964). 


1， 2+1+1 与 1+2+1,1+1+2 被 看 作 是 4 的 同一 个 分 拆 . 
我 们 仅 研 究 这 些 部 分 数 本 身 ,而 不 计较 它们 在 和 式 中 的 次 序 . 
了 上,/ 的 意义 同 各 题 . — ИЖЕ. 
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1+1+1+1+1=2+1+1+1=2+2+1 
=3+1+1=3+2=4+1=5, 
1+1+1+1+1+1=2+1+1+1+1 
=2+2+1+1=2+2+2 
=3+1+1+1=3+2+1=3+3 
=4+1+ 1=4+2=5+1=6. 
7 有 15 个 分 拆 . 
п 的 分 拆 个 数 用 p (п) 表示,p (4)=5,p(5)=7,p 6)=11， 
р (7)= 15. 
2， 许 多 书 中 是 把 这 些 点 列 竖 排 而 不 是 横 排 , 于 是 图 .… .. 表 
示 5 的 只 有 一 个 部 分 数 的 分 拆 , 而 不 是 像 我 们 这 里 所 表示 的 是 五 
个 部 分 数 . 


这 些 图 通常 称 为 Ferrers 图 , 以 区 别 于 那些 有 边 和 内 部 区 域 


的 图 . 
3. ЕН. 
1. 5 2 无 ， 3 4 9 5 А 
6 ‚7 pe, 8 , , 
9 ， e , 10 ‚з 


4. 1=1,3=3,4=3+1,5=5,6=5+1,7=7,8=5+3 
=7+1,9=5+3+1=9, 10=7+3=9+1. 
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5. 21+ 1 可 以 分 拆 成 и+ 1)+1+… 十 1 , 它 的 图 是 
—— 


| 
То +1 


7. 分 拆 中 的 每 个 奇数 有 问题 5 中 的 L 型 点 列 图 . 若 这 些 奇 
数 互 不 相同 ， 就 可 以 按 大 小 将 这 些 L 型 点 列 像 问题 6 那样 地 放 在 一 
起 , 从 而 构成 这 个 分 拆 的 图 . 

因为 每 一 个 上 型 点 列 是 自 共 轿 的 ,所 以 得 到 的 是 一 个 自 共 元 
图 . 

9. 1=1 

2=2=1+1 

3=2+1=1+1+1 

4=2+2=2+1+1=1+1+1+1 

5=2+2+1=2+1+1+1=1+1+1+1+1 

6=2+2+2=2+2+1+1=2+1+1+1+1 
=1+1+1+1+1+1 

7=2+2+2+1=2+2+1+1+1=2+1+1+1+1+1 
=1+1+1+1+1+1+1 


6. 是, 例如 


10，2n=n 个 2= 一 1) 个 2+2 个 1= -kA) 个 2+2k 个 1， 
kan., 因此, 恰好 有 n+ 1 个 这 种 形式 的 分 拆 . 2п+1 = (2п) +1, 
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所 以 22+ 1 也 恰好 有 2+ 1 个 这 样 的 分 折 . 


1 
Р, ЛЕ +1, 


11, 1,2=1+1,3=2+1,4=3+1=2+2,5=4+1=3+2, 
6=5+1=4+2=3+3,7=6+1=5+2=4+3, 

12. п+1,п+1, 

13， 至 多 二 行 ， 

14， 至 多 二 列 ， 

15. 这 两 种 类 型 出 现在 共 罗 对 中 ,因此 ,n 的 部 分 数 < 2 的 分 
拆 的 个 数 P (n ) 等 于 nn 的 至 多 含 两 个 部 分 数 的 分 拆 的 个 数 . 

16. 1+х+2х?+ 2х + 3х++ 3х°+4х°%+4х +... 

n 的 每 一 个 仅 含 1 或 2 的 分 拆 , 使 乘积 中 的 x" 的 系数 增加 1. 

若 n= 2+2+...+2+1+1+... +1, х"= х2. 

~ 
a 个 b 个 


1 А - 


17. р, (1)=1,р @)=2,р, 8)=3,р, @)=4,р, 6)=5. 
р, (6) =7,р, (7) =8,р, (8)=10,р, (9) =12. 

18. 与 问题 17 的 答案 相同 . 

19， 问 题 17 中 的 图 至 多 有 三 行 . 

问题 18 中 的 图 至 多 有 三 列 ， 

这 两 种 类 型 的 分 拆 都 是 成 对 共 斩 的 . 

20. 1+х+2х?+3х%+4х*+ 5% 47х68 +8х1 + 10х* +122 +... 

Ж п=3+3+...+3+2+2+...+2+1+1+...+1, 

а^ С bi c 个 

Хх" = х° х? 5°, 因此 , 这 个 分 拆 使 乘积 中 的 x" 的 系数 增加 1.x" 
的 系数 中 的 每 一 个 单位 , 都 是 以 这 种 方式 从 一 个 这 种 类 型 的 分 拆 
得 到 的 . 
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| х|<1, +++... = 


1-х ° 
И И | 
1-х? 
| 
1+e+x +.. = . 
1 
Ty Жр, (n ) 的 生成 国 数 ， 


21. 左 端 是 
(1 十 X 十 和 2 +...) (+++...) 
(+ + ж +...) +++... ), 


所 以 , ЖА УЕ А п —1 #7 «АЯ, 
因此 ,系数 а, 就 是 这 种 分 拆 的 个 数 . 


22. . 这 是 问题 21 的 一 


1 
(1—x)(l—x:)(l— x )...(] — x”) 
个 明显 的 推广 ,其 证 明 见 问题 28, 
23, 4m<nbł,p (n)>p, n). 
“mènt, p (п)=р„(л), 
1 


25. К=п-т, 
26. [=т-1 . 
27, р, (п) = п 9 < т 的 分 拆 的 个 数 
=n 的 最 大 部 分 数 是 m 的 分 拆 的 个 数 二 n 的 各 部 
分 数 < m 一 1 的 分 拆 的 个 数 
=P, п-т)+р,-, т). 
当 m=n 时 , n 恰好 有 一 个 分 拆 , 其 最 大 部 分 数 是 т; КИ 
Pa (0)=1. 
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м m>n в, р, (п) =р, (т), р, (п-т) =0. 


28, Е, (к) + р, (и) 
=1+ў фет) р, и) 


тку, Ўр, ет)". 
У пт ,p(n 一 m) 取 问题 27 中 所 给 出 的 值 ,得 到 


F, (п)= Е, о+[+ў Р, a-m” fer 


п-т=1 
=F (х)+х"Е (х). 


29. q, п) АЖ. 

30. 是 nn 的 部 分 数 全 是 偶数 的 分 拆 个 数 . 

31. s 是 于 的 部 分 数 互 不 相同 的 分 拆 个 数 . 

32. жп Е Н ЛУНА НОА. 

33. nn 的 部 分 数 互 不 相同 的 分 拆 的 个 数 等 于 的 部 分 数 都 是 
奇数 的 分 拆 的 个 数 . 

34， 这 个 乘积 中 的 每 一 个 元 素 是 由 在 每 个 括号 中 各 取 一 项 
( 即 从 1+ хи "ҢҢ хо, вех", Вх" "АЗИЗ ЈА) ,因此 ， 
相应 的 分 拆 中 的 部 分 数 至 多 有 两 个 相同 . 

35. И+х+х) (++)... (+ х"+ хм)... 


_ 1-х 1-х 1-х" 
хо = 7 


Е 1 
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36. Е (1)=0 О (1) =1 Е(п)-0 (п) = –1 


Е (2) =0 О (2) =1 一 ] 
Е (3) =1 О (3) =1 0 
Е (4) =1 О (4) =1 0 
Е (5)= 2 О (5) =1 1 
Е (6)=2 О (6)=2 0 
EQ0)=3 00)=2 | 
Е 8) =3 О (8) =3 0 
Е 9) =4 О (9)=4 0 
37. 连结 相 邻 两 列 的 最 后 一 个 点 的 直线 的 斜率 > 1. 
38. 可 行 不 可 行 


当 部 分 数 的 个 数 大 于 最 小 部 分 数 时 ， 变换 а 可 行 . 
еен x 后 ,减少 了 一 个 部 分 数 ,所 以 改变 了 分 拆 的 奇偶 性 . 


 ... TA 11] ЖИ 
4 
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当 所 说 的 斜 线 上 的 点 数 小 于 最 短 列 上 的 点 数 , 且 在 该 斜 线 上 
没有 最 短 列 上 的 点 时 , 变换 有 是 可 行 的 . 变换 6 使 部 分 数 增加 了 
个 , 所 以 改变 了 分 拆 的 奇偶 性 . 


40. 7 К<1, а 总 是 可 行 的 . 


k=l, х 有 时 是 可 行 的 . 


k=l, 当 斜 线 与 最 短 列 相交 
时 , a 不 可 行 . 


k>l+1 ,总 是 可 行 的 . 


К=1+1, 8 有 时 是 可 行 的 . 


К=1+1, ЯНВ 
相交 时 , В 不 可 行 . 
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41 , 42 ， 见 上 面 所 说 明 的 各 种 情况 . 
43， 设 PP 是 n 的 -一 个 分 拆 ， 它 的 部 分 数 各 不 相同 ,最 小 部 分 
KA k, EH Ferrers 图 中 的 最 低 的 东北 方向 斜 线 “ 上 有 /个 点 . 


Юте IGED 是 任意 整数 ) ,我 们 可 以 定义 变换 了: P 


了 P EFP Eksl, WHFP К>; ZIY. ВЯ о 
减少 一 个 部 分 数 , 而 映射 8 则 增加 一 个 部 分 数 .车 变换 7 使 
P >P'R QP ,那么 ,或 者 对 于 P 和 0 都 有 ks 1 ,或 者 对 于 忆 
MORA k>, 因此 ,或 者 在 两 种 情况 下 都 是 T=a ,或 者 在 两 
种 情况 下 都 是 了 = 8 ,所 以 了 和 8 的 部 分 数 的 个 数 相同 . 若 对 于 
P 和 0Q 都 是 k< І, ШОР) = (РК) = (ОМА), 因此 已 和 
О 有 相同 的 最 小 部 分 数 . 由 于 只 是 最 短 的 列 被 了 移动 , 所 以 
P=0 .车 对 于 PP 和 0Q 都 是 k>/, 则 (РК) = (P 的 站 = (О). 
因为 只 有 斜 线 上 的 /个 点 被 了 移动 ,所 以 仍 是 了 = 0 .故而 了 是 
— АЯ, 且 将 具有 偶数 个 各 不 相同 的 部 分 数 的 分 拆 映 到 具有 奇 
数 个 各 不 相同 的 部 分 数 的 分 拆 ; 反 过 来 也 对 .因此 , E (nn)= 0 (п). 

44， 由 问题 41 和 问题 42 见 到 , 在 变换 x 或 有 不 可 实行 的 情 
形 , 分 拆 都 是 有 /! 个 部 分 数 .(-1)'=14 是 偶数 ) 或 -10 是 奇 


Ж), НЕЕ) 0 п) о[ан G11) J EAB E m) 


-0 m= (sn зи). 


45, 1-х-е+же+х+... 

46， 乘 积 中 各 项 的 绝对 值 是 由 各 部 分 数 都 不 相同 的 那些 分 拆 
形成 的 ,对 应 着 奇数 个 部 分 数 的 分 拆 的 项 是 负 号 ,对 应 着 偶数 个 
部 分 数 的 分 拆 的 项 是 正 号 . 


‚ 见 问题 39. 一 译 者 注 . 
-770 > 


47. а-х)а-х2)... 1-х)... 


=1+У (Еи) - 0 (n) x 
n=] 
ос | РА і 

= 14+ (= 1) + (ту 1 
> > 


< ани 2 L (реза) 
=1+) (-1) х? +) (-1)х2 > 
> ря 


© [ _ -х | _ 
= 1+ (=1 yx Ше (1х2 1) 
> 2 | 


=ў (— 1) x7 о 
l= — ос ` 


历史 注 记 


分 拆 理 论 首先 是 由 L.Euler 在 十 八 世 纪 四 十 年 代 发 展 起 来 的 . 
分 拆 图 是 由 N.M., Ferrers 提出 的 ,并 于 1853 ЖЛЕ J.J, Sylvester 
的 一 篇 文章 中 第 一 次 出 现 .我 们 所 用 的 Euler 定理 的 证 明 (问题 
7.36 — 7.47) ЖЕ. ЕгапКИп (1881). 在 Dickson 的 书 (1950) 
的 第 二 卷 第 三 章 中 , 全 面 地 介绍 了 这 一 课题 的 历史 
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第 八 章 二 次 型 


么 模 变 换 


首先 , 我 们 考察 正方 形 格 到 自身 的 变换 . 

1， 在 一 张 方 格 纸 上 , 选 四 个 格 点 4 ,B ,C ,D ,使 得 以 它们 为 
顶点 的 平行 四 边 形 П 的 内 部 及 其 边界 上 除 顶 点 外 没有 其 他 格 点 ， 
设 * 是 将 4 映射 到 妃 的 格 平移 НП 经 平移 +t 后 的 像 的 草 
В. ож АЯ РНР. НП 经 平移 o 后 的 像 的 
草图 .在 z (П ) ос (П ) 的 内 部 及 边界 上 有 无 格 点 ? 对 于 任何 整 
тп, т" (П) о" (П ) “的 内 部 或 边界 上 有 无 格 点 ? 

2. 用 上 题记 号 ., 平面 上 的 每 个 点 是 否 总 在 一 个 或 几 个 平行 四 
边 形 za" (П ) 的 内 部 或 边界 上 ? 每 个 格 点 是 否 必 是 四 个 这 样 的 
平行 四 边 形 的 顶点 ? 

3， 利 用 通常 的 和 卡尔 平面 直角 坐标 系 ,全体 方 格 点 可 以 用 全 
体 有 序 整 数 对 来 一 - -标记 . 设 ABCD 是 问题 1 中 的 格 点 平行 四 
边 形 , 我 们 可 取 4 做 为 坐标 系 的 原点 . 设 B= (a Ьу, D= (с.а), 
C 是 与 4 相对 的 顶点 , 那么 С 的 坐标 是 什么 ? 在 线性 变换 x : 
(к,у)э(х,у)( 17 ) 之 下 ,单位 正方 形 { 0 ,0), (1.0), 1,1), 


(0 , 1) 的 像 是 什么 ? 在 变换 x 之 下 , 形 如 (x ,0) 的 格 点 的 像 是 
什么 ? Жш (0 ,y ) 的 格 点 的 像 是 什么 ? К, /是 任意 整数 , 则 与 
让 关于 格 变换 , 见 第 九 章 问题 7, 一 一 译 者 注 . 
(=) ,07 (П) = o") .一 译 者 注 
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坐标 轴 平 行 的 两 族 直 线 x=K 与 = /构成 一 个 由 单位 正方 形 组 成 
的 格子 .这 个 格子 在 线性 变换 x 之 下 的 像 是 什么 ? 
4， 问 题 3 中 的 线性 变换 x 是 否 将 格 点 集合 满 射 到 自身 ? 
5. 4= (0,0), В= (@,Б), С= ё+ср+4)Нр= Є 4), 
求 平行 四 边 形 ABCD 的 面积 . 
#1 аа- Бс= 0, ВАЖНА, В,С ,D 有 何 关 系 ? 
6， 设 在 线性 变换 
2:058) б.р) @ 2 
之 下 ,点 &,9?) 及 【《 ,4) 的 像 相 同 , 证 明 
rs 二 OO.0). 7 
ВЕРУ 0, а: (0,3) 9 (0,0), ЕВ с=4=0. 
ВРЕ х 50,0: (ху) > (0,0) „ШЕВ а2– Бс=0. 
证 明 :者 变换 x 不是- - 一 对 应 的 , 则 ad 一 bc=0. 
7， 设 平行 四 边 形 ABCD 的 四 个 顶点 不 共 线 ,证 明 问题 3 中 
的 "是 Z22 到 2Z2 的 双 射 . 
8， 使 用 问题 3 中 的 记号 , ad 一 bc 是 否 必 是 整数 ? 
求 被 a 映射 到 (1 ,0) 的 点 . 
求 被 x 映射 到 (0 ,1 ) 的 点 . 
a а 
аа- Бс ° айа- Бс ° аа-№с °> айа-Ьс 


是 否 都 是 整数 ? 


а Ь с 
H — — 6 
证 明 pe чи be ай айс ай—5с 


是 整数 , 并 推出 ad- pc= 土 1. 
9. iza,b,c,d .是 整数 日 ad 一 Ьс= 1, 变换 


а: Су) их ER: 变换 a 将 (x ,у) (р) ИЕН. 
® PRRP РЕНО ИК — 译 者 注 . 
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(>) $) 

是 否 必 将 72 满 射 到 77° 

10. 一 个 以 格 点 为 顶点 旦 在 其 内 部 和 边界 上 无 另外 格 点 的 平 
行 四 边 形 的 面积 等 于 多 少 ? 

11， 设 M 是 三 角形 48C 的 边 BC 的 中 点 ,4 是 4 在 关于 M 
做 半 周 旋转 后 的 像 .484 C 是 怎样 的 四 边 形 ? 若 4 ,8,C 是 一 
个 无 限 方 格 中 的 格 点 ,那么 4 是 否 也 是 这 个 方 格 中 的 格 点 ? Ё 
在 三 角形 АВС 的 内 部 , 或 在 它 的 边界 上 ( 除 顶 点 外 ) 没 有 格 点 ， 
那么 对 484“C 是 否 能 有 同样 的 结论 ? 

12, IX A,B,C 是 一 个 无 限 方 格 中 的 格 点 , 而 且 在 三 角形 
АВС 的 内 部 及 边界 上 无 其 他 格 点 , 求 它 的 面积 . 


网 8.1 


13. ÆA 0,0), (5,0) № (0 ,5) 为 顶点 的 三 角形 中 , mH 
以 原点 到 这 个 三 角形 内 部 和 边界 上 的 各 个 格 点 的 线段 ,这 些 线段 
的 斜率 (以 严格 的 递增 顺序 列 出 ) 是 
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ош 4\1 2 1 3 2 3 4 
у 5 724 3 2 5 0” 47° 57° 
这 样 排列 的 | 一 个 数 所 组 成 的 集合 , 称 为 Farey 数列 Е, ЫШ 


A 


Farey 数列 已 ， 即 由 介 王 0 与 1 之 间 按 递增 舌 序 排列 的 有 理 数 
q 所 组 成 的 集合 ,其中 0<p<g< 6, gd p, q)=1, 


14. ita, b,c d,e f RERS, F т.т 是 其 个 
Farey 数列 中 的 相 邻 项 . 通过 考虑 以 (0 ,0 ), (b.a), (а.с) 
点 的 三 角形 ,证 明 аа Бс = 一 1. 

推导 of -ае=-1Ю £ = 4. 

| d  b+f 
15. 设 p .9g,r ,5 十 整数 , 当 ps 一 gr= 土 1 了 时, 称 变 换 


(хр) (уб 1) 


在 乏 模 变换 下 , 单位 下 方形 的 像 的 面积 多 大 ? 

16， 么 模 矩 阵 的 转 兽 短 阵 是 么 模 矩 阵 吗 9 它 的 逆 怎 阵 呢 ? 

17， 证 明 : 么 模 和 矩阵 的 集合 对 于 矩阵 乘法 构成 一 个 群 ， 

由 么 模 变 换 构成 的 相应 的 群 称 为 么 模 群 . 为 了 方便 ,有 了 时 把 
这 个 群 看 作 是 作用 于 方 格 , 有 时 则 看 作 是 作用 于 全 平面 . 

18, ВС Олли X =px+mY=qx+ sy ,说 明 为 什 
Aged (к,у)|Х У ИЕН: х= + А-У) у= + (-аХ+рУ), 
ged (к,у)=рса (X,Y), 

19. JERE 

оби, бо, @%) 
Е НЕЕ, 说 明 每 个 相应 的 乏 模 变 换 的 几何 意义 . 

20. 找 出 乏 模 群 的 一 个 指数 为 2 的 子 群 . 

由 所 有 形 如 (，" ) 的 逢 阵 所 组 成 的 么 模 群 的 子 集 是 否 构成 一 
个 子 群 ? 
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等 价 二 次 型 


21. 小 于 10 的 数 中 , 哪些 可 以 写成 阅 十 大 的 形式 ,其 中 Y ,y 


都 是 整数 ? 
在 方 格 纸 上 画 出 在 其 上 有 格 点 的 圆 хту=и, Жфи< 10. 
РЕ БИШИ л 对 应 ? 


22. х,у АВОН, 表达 式 
(ху )?+ у%= 0+ 2ху+2у 

能 取 哪 些 比 10 小 的 值 ? 

它们 是 否 都 是 正 值 ? 

3 是 可 能 取 到 的 值 吗 ? 

23， 设 站 只 取 整 数值 ， 二 次 型 
(х 2у ру = + 4ху+ 5р? 

能 取 哪 些 比 10 小 的 值 ? 
对 于 给 定 的 整数 т ,n ,能 否 选取 整数 x ,y, 使 得 
х+2у=т,у=л ? 


24. 利用 问题 9 , 说 出 p ,gq ,7 ,s 所 应 满足 的 条 件 ,使 得 一 次 


型 
фх+у)?+ (уху)? 5 x+y 
取 完全 相同 的 整数 值 集合 . 


25. 因为 变换 
(х,у)-—э(х+у, у) 

把 整数 72 满 射 到 自身 , Д К оу (ну) у М 
整数 值 集合 完全 相同 . 我 们 称 它们 为 等 价 的 二 次 型 .， = 

证 明 点 (e+4 ,5) 在 加 х?+ у'= 25 上 的 充 要 条 件 是 (a bE 
曲线 (ху) 92525 Е. 

这 样 , 变换 (х,у)? (хну, у) =(х,у) (| 1) 就 把 曲线 

1 ”关于 等 价 二 次 型 的 定义 , 见 对 本 题 的 广 记 . — ИЖ. 
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(Уфу +у?=25 МАНИЯ х2 у2= 25, 说 明 变换 (х,у) (х.у) 
C 9) 的 几何 意义 .利用 这 个 变换 来 检验 图 8. 2 ФН 
XL+ 2ху + 2у2= 25 的 精确 程度 . 


26. $ (x ,了 ) 一 +T YY) 将 三 个 椭圆 
+ 2ху+2у?=9 ， 


х?+2ху+2у?=16, 
以 及 
х + 2ху-+32у?= 25 
映射 成 什么 曲线 ? 
画 出 这 三 个 椭圆 的 草图 . | 
27. Ж8. 1 中 列 出 了 当 x У -5 与 5 之 间 的 整数 值 时 ,二 
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次 型 


х-— 2ху+3у> ， 
X++, 


ю+2ху+3у, 
х +4ху + бу? 
所 取 的 数值 . 证 明 这 四 个 二 次 型 是 等 价 的 . 


表 8.1 
2 2хр+ 3р? 
y= +5 [30 131 14 9 86 75 6 9 54 5.50 
+4 3 96 Я 6 57 48 4 36 3 32 33 
+3 82 67 4 4 34 27 22 19 в 19 2 
+2 57 д4 3 24 17 р 9 в 12 17 
+1 38 27 18 11 6 3 2 и 18 
0 125 16 9 4 I 0 1 4 16 25 
-1 в H 3 2 3 6 1 в 2 3 
-2 712 s 9 12 17 24 B 44 57 
-3 22 19 18 19 2 27 34 43 54 67 82 
-4 33 32 3 .3 4 48 57 68 в 96 113 
-5 50 5 54 5 66: 75 86 99 114 131 150 
| 30_ 
х= 5 4 -3 -2 -1 0 1 2 4 ;5 
+2 

y=+5 [з 6 s9 54 5i so 5i Я 59 66 75 
+4 57 48 а 30 33 32 3 ж A 4 57 
+3 з 34 7 R 19 B 19 2 34 43 
+2 з 24 17 р 8 9 2 24 33 
+] 27 18 п 3 2 3 ви B 27 
0 25 16 9 1 0 4 9 16 25 
-1 27 18 и 3 2 3 6 в X 
-2 з 4 17 R 9 8 9 2 17 24 33 
-3 43 34 27 22 19 18 19 2 27 4 4 
-4 57 48 4 30 3 32 3 36 4 48 57 
-5 75 66 59 54 5 Я 5 59 66 75 
x= -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 


х2+2ху+3у? 
114 131 150 


96 113 


+3 22 19 18 19 2 27 34 43 54 67 82 
+2 17 12 9 8 9 2 2 3 44 57 
+1 18 11 6 3 2 3 6 и 18 27 3 

0 25 16 9 4 1 0 1 4 16 25 
一 ] 38 27 18 11 6 3 2 3 П 18 
一 2 57 4 33 24 17 12 9 8 12 17 
一 3 82 67 54 з 34 27 2 19 B 19 2 
-4 (113 96 81 68 55 48 И 36 33 32 33 


-5 [00 131 14 9.986 75 6 59 54 Я 9 
х= -5 -4 -3 -2 -| 0 1 3 4 5 
х? + 4ху+6у? 
у= +5 86 99 14 131 150 171 194 219 246 275] 
+ | 41 4 57 68 81 9% 13 132 153 176 201 
+3 9 22 27 34 43 54 67 82 99 118 139 
+2 9 8 9 1) 17 24 3 4 57 72 8 
+1 п 6 3 2 3 8 27 3 5 


-1 51 38 27 18 11 6 3 6 
一 2 8 72 57 4 3 24 17 12 9 8 9 
一 3 139 пз 99 82 67 54 43 34 27 22 


-4 |201 176 152 113 81 
-5 |275 246 219 194 171 150 131 114 

х= -5 -4 -3 -2-1 0 1 2 3 4 5 
28， 若 将 变换 


к,ууз{(х.у)( ү) 
сәг )0), 
那么 P .4 ,r,s 应 该 取 什 么 值 ? 
29. +yz у) 9) G). 


写成 列 向 量 形式 
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xX + 2xy + Зу? = (х у) (! ! ) С ). 


计算 年 阵 乘积 | 
(оосо 


并 证 明 (a,5) 在 曲线 х +2ху+ 3р 上 的 充 要 条 件 是 
(а,Ь) (1 1 ) 在 曲线 内 + 2 一 大 上 
30. 由 问题 24 知道 , 当 p ,gq ,7 ,是 整数 县 pgs-qr= 二 1 时 、 
XAY px) +2 (x+ 人 是 等 价 的 二 次 型 : ЖЖ Р, 
使 得 | | 
фх+у)?+2(фх+зу)%= (x PAG), 
其 中 РТ Р ПЕН. 
31. Ha, р) > (фх+ ту, ах + зу ) 是 乏 模 变换 时 ， 
ах? + рху+ су? = (х у Ta >В ) G) 
5р е“ 
与 
а px+ry Y+b фх- у) (ах +5) + с ах+5 F 
是 等 价 的 二 次 型 . 
RE 已 ， 使 得 
а px+ry Y+b (рх+ту\(дх + 5у)+ с qxtsyY 


L . 
-Ge УР (1, ТР! б). 


я 式 


我 们 要 找 -个 容易 判别 的 . 等 价 二 次 型 所 共有 的 性 质 . 
32， 适 当选 取 相 应 的 对 称 矩 阵 M ,将 一 次 型 

х= 2ху + 33у? , 

х-+2у: , 

+ 2ху+3у? ， 
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xX + 4ху + бу? 

写成 (x у)М (Е. 

计算 这 四 个 矩阵 的 行列 式 . 

33， 利 用 问题 17 证 明 , 两 个 x Е АИТ ХХ 
矩阵 的 行列 式 之 积 . 

设 已 是 么 模 矩阵 且 4 = (1). ШЕВ РАР 的 行列 式 是 cd 一 jc 

34， 设 4 ,8 都 是 对 称 矩阵 ， 但 使 得 DAGE у)В G) 
是 等 价 的 二 次 型 , 证 明 4 与 B8 的 行列 式 相 等 . 

35. \ах+ Блу tj aL tby tey ам ,利用 
上 题 推 出 a,b с, аль", 之 间 的 关系 . 

36 ЕСЖ у, a baty, Ж Б 4ас 之 值 . Hi 
х+ур= 1, = М-р: ;_ | 的 草图 | 

37. 4а (ах + Бху+ с?) = 4а?х? + 4аЬху + 4асу? 

= (2ах + Бу) + Qac- 2 )у?. 

数值 22 Дас АЈ АК ax + bxy + су? 的 判别 式 ， 

利用 问题 34 ， 证 明 等 价 二 次 型 的 判别 式 相同 . 

当 忆 -4uc<0 时 ,考察 上 面 等 式 右 端 所 可 能 取 的 值 , 并 证 明 在 
这 种 情形 下 , ах?++Ьху+ су Б а 同 号 ， 

38， 当 大 -4ac<0 时 ЖК ax + Ьху+ су” “是 定 二 -次 型 . 若 
还 有 4a> 0 , 则 称 为 正定 二 次 型 ЕН a< 0 , 则 称 为 负 定 二 次 型 . 

设 ах? + Ьху + су? ЕЖЕ ах?+Ь лее 
二 次 型 , 证 明 ах +Ь syte 也 是 正定 的 ， 

39， 举 一 个 不 是 定 - :次 型 的 例子 , 并 且 指 出 , 它 若 不 是 既 取 
正 值 又 取 负 值 ,就 必然 对 于 无 限 多 对 (x ,) 取 零 值 . 

40. а,Ь,с, - 4ac 能 不 能 等 于 一 1 或 一 2? 基 虑 
对 于 模 4 的 各 种 可 能 性 ,并 将 你 的 结论 推广 到 以 下 情形 : 

G) b ÆR, (1) 5 是 奇数 . 

Ь—4ас=—3,—4,—7,—8 
的 二 次 型 的 例子 ， | 
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ЖМК -—4ас= 一 4 的 二 次 型 例子 ， 

ҖЕ. 6? —4ас= 一 4k 一 3 的 二 次 型 例子 . 

41. ik 22- 4ас= 一 4 ,指出 5 的 奇偶 性 . 列 出 以 一 4 为 判别 
式 且 121 和 10 的 所 有 正定 二 次 型 ,并 证 明 它们 都 与 说 二 六 等 价 ， 

42. и b- 4ас= 一 3, 指 出 5 的 奇偶 性 . 列 出 以 一 3 为 判别 
АН. [6 |< 10 的 所 有 正定 二 次 型 , 并 证 明 它 们 都 与 人 + ху р 
等 价 . 

43. ORMAI 与 v+6P 的 判别 式 是 什么 ? 这 两 个 “ 
и ЛЕНИ 1,2,3.4,5,6.7 н 
些 ? 这 两 个 -次 型 是 否 等 价 。 


正规 表示 


Ж п = ах + Бху+ су? „И Ки=а (Кх)?+Ь(@х)(Ку)+ с kr), 
因此 , 若 一 个 一 次 型 能 表示 一 个 数 ， 那么 它 就 能 表示 这 个 数 与 任 
何平 方 数 之 积 . 这 样 , 由 -次 型 当 gcd (х,у )= 1 时 所 取 的 数值 就 
能 推出 它 所 可 能 取 到 的 所 有 其 余 的 数值 . 

44.， 对 (x ,)) 分 别 做 替换 oxty), (x ,2х+у),К 3х+у), 
(х ‚4х чу) АМ (2х+у, 3x 十 2)), 求 所 得 到 的 + КЕЙ 
次 型 . 列 出 这 些 汪 次 型 中 必 的 系数 ,并 与 说 十 六 所 可 能 取 的 、 不 
超过 20 的 数值 比较 ,这 两 组 数 之 间 有 何 异 间 2 

45， 设 (х,у) 一 x 十 ygx 二 5) ) 是 乏 模 变换 ,证 明 在 x 二 
PH px ‚ ах+у) 替换 (x ,y) 所 得 到 的 二 次 型 中 必 的 系数 
是 х°+ у? 所 取 的 某 个 值 ， 

46， 设 (х,у) э х+уу. ах+ ЕР ПЕНЯ gcd p,q) 
=1,Ж всі 48 ,4)=1 ,是 否 可 以 找到 ”与 ? ,使 得 Ge у) > фх+ р, 
9X 十 $y ) 是 乏 模 变换 ? ( 见 问题 1.34 ) . 

47. [Е 20 ,26 及 29 能 否 是 与 оу 等 价 的 某 个 二 次 型 中 
х ПЖ. 如 果 是 , 写 出 使 +2 变 为 这 样 的 二 次 型 的 替换 . 
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12+ 02=1 ， 4&+1°=17, 


12+12=2, 32+32= 18 = 32 (12+ 12), 
22+0?=4=2? (1?+0?), 42+22=20= 22 (22+12)， 
2+12=5, 42+32=25= 52+ 02= 52 (12+ 02), 


22+22=8=22 (2+1), 521226, 

32+02=9=32 (120°), 5222-29, 

32+12=10, 4+4=32=4 (2+1), 

32+22=13, 52+ 32= 34, 

42 +02=16= 4? (12+ 02), 62+02=36= 6? (12+02). 

48. Æ рой p.q)=1 № п= ар? + рд + са, МЯК п 可 用 
ZRH ах? + Бху + су? 正规 表示 . 若 p 或 9)=0 ,那么 仅 当 g (р) 
三 土 1 时 , n 是 用 这 个 二 次 型 正规 表示 ， 

列 出 不 超过 20 并 且 可 以 用 二 次 型 x+y FERRNA. 

49. па ах? + Ьху+ су? 正规 表示 , 证 明 存在 一 
个 等 价 的 二 次 型 , фо 的 系数 是 . 

50. АЖ ах? + bxy + су? 5 пх? + hxy + [72 {НАЙ п 
可 用 ах? + bxy + су? EAKR. 

51. № ах? + Ьху+ су? Бам +Ь 'ху-+с y НИ, 
РЕ ВНЕ Р "使 得 | 

(„= Чт, 
ВАХ п=ар? + д + са? Н gcd ф,4)= 1 ,Жп аб?+Ь'ху+с%? 
的 表示 式 ,并 利用 问题 18 证 明 这 是 一 个 正规 表示 ， 

52. НТ 可 用 二 次 型 x+ ху+ бу? 表示 (车 可 表示 , 则 必 
是 正规 表示 , 因为 7 是 素数 ) ,那么 是 否 存在 等 价 的 二 次 型 
7х2 + һху+1у2, щч А, /是 整数 ? 

通过 对 模 7 考虑 这 两 个 二 次 型 的 判别 式 , 证 明 : 车 7 可 由 
х + ху + RR 则 将 会 推出 矛盾 . 
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约 化 型 


现在 , 对 于 正定 二 次 型 ,我 们 要 对 每 类 等 价 二 次 型 确定 一 个 
标准 形式 (这 种 形式 是 唯一 的 ) . 

53. На х+ху+4у? Е; 20+ ху +2 ВУК .对 于 |x|， 
|У|<3, 求 它们 的 值 . 试 推测 它们 是 否 等 价 . 


PSE у) =2°+ху+2у°, 利用/ (х,у) =2 (+ 2) 


РУ |у|>2Ё}./ y) >T., 


ШЕВА ЗМ |х|>2НҢ у= +1, Л (х,у)>7. 

ЖЕН 2х? + ху+ 2у? 可 以 正规 表示 的 最 小 的 两 个 非 零 数 是 2 
和 3 . | 

НЕНН х2+ ху+4у? 5 2х°+ху+ 5у: АИ. 

` 54 . ЖЯЯ 2х? + ху + 5у2 #1 3х2 + 3ху + 4у? 正规 表示 的 最 小 
的 儿 个 非 零 数 . 证 明 : 这 两 个 二 次 型 的 判别 式 虽 然 相 同 , 却 不 等 
fr. 

55. ИЕН АЖ ах? + bxy + су? В а, c Hate- b. 

ШЕВ : # 0<Ь<а<с Н а>0, Ч |у|>2 8, ах? + bxy 
+ су > Зе>а+с ИЯ, Чу= +1 Н|х|>2 28 , ах? + Бху+ су? 
>2а+с>а+с. 

”进而 推出 : 在 不 超过 x+c 的 非 零 数 中 , 能 被 正规 表示 的 只 
有 当 (х,у) = (+1,0), (0, +1) (+1, +1), 而 这 
ЖЕ: а ,са+с- Б. 

56. Жах + bxy +y 5 а'х?+ byte y НИ, 
Н 0<р<а<с, 0<Б'<а'<с’, ER a=a’ bb’ cesc’, 

57. #0<Ь<а<с,Ж ЕЕ КЖ ax + Ьху + су? 是 约 化 
二 次 型 . 
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对 于 约 化 二 次 型 Н сас. 由 此 证 明 : 车 约 化 二 次 型 的 判 
WRA -3 , 则 acg 1 . 求 判别 式 为 -3 的 所 有 约 化 二 次 型 . 

58， 求 判别 式 为 -4 ,一 12 的 所 有 约 化 二 次 型 . 

59， 证 明 : 对 于 判别 式 为 -d (<0) 的 约 化 二 次 型 ,有 ас 


< а. 由 此 推出 , 具有 任 一 给 定 的 负 判 别 式 的 约 化 型 是 有 限 个 


60， 通 过 作 赫 换 (x, yp) 一 (xX+y,y) 足 够 多 次 , 找 出 与 
2 一 11xy 十 18y? 等 价 的 约 化 型 . 找 出 一 个 变换 ,把 2x? 一 11lxy 
+18 变 为 与 它 等 价 的 约 化 型 

61. ЖИ (х,у) ә (х—у, АВК, 找 出 与 2 
十 13xy 十 24y 等 价 的 约 化 型 . 找 出 一 个 变换 , 2 22+ 13ху-+ 24)? 
变 为 与 它 等 价 的 约 化 型 . 

62. п 取 什 么 值 时 ,对 3х? + 50ху+ 2112 Е Ж(х,у) 
э (х+лпу у); , 落 的 系数 的 绝对 值 最 小 ? 

求 与 这 个 二 次 型 等 价 的 约 化 型 

63. п ТАЕ, 3х? + 47ху + 185)? 作 替 换 (x ,y) 一 
(х+ пу, у), ху УНЕ Л 7 

求 这 个 二 次 型 的 约 化 型 (必要 时 ГЕН (х,у) (у.х) 
ЖІ (х,у) (-х,у)). 

64 КИР КЖ Эл? + 46ху + 177° 的 约 化 型 . 

65. ИЖ (х,у) (х+ пу y ) 将 正定 二 次 型 ax?+bxy 二 cy 
Яй Ж) а'х?+Ь'ху+ с'у©, 

证 明 а=а’. Н, 适当 选取 整数 n, 可 使 |b <a. 

66. HA-A An (х,у) > Х+т у), (х,у) ә (у.х), 
(х.у) 9 (-х ум (可 以 重复 ) , 说明 正定 二 次 型 ах?+ px 
+o 等 价 于 一 个 约 化 型 . 

67, 证明 : 判别 式 为 定 值 的 正定 二 次 型 的 等 价 类 的 个 数 有 限 . 

68， 在 素数 模 7 ,11 ,13 ,17 F, -2 是 哪 一 个 的 二 次 剩余 ? 

对 于 那些 使 一 2 成 为 二 次 剩余 的 素数 p (=7 ,11 ,13 ,17) ， 
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ЖАЫ  Т—р=—2, 然后 构造 一 个 二 次 型 ,使 其 判别 式 
为 -8 ,x 的 系数 为 p . 

求 出 判别 式 为 -8 的 所 有 约 化 型 , 并 证 明 素数 7 ,11 ,13 ,17 
都 可 用 х? + 2у? 表示， 

69， 对 p =1,3,5,7 (пов 2 үг, (1811 4. 42). 


求 出 可 用 二 次 型 x?+ 27? 表 示 的 素数 . 
70. 利用 等 式 +27) @?+2)= (ка+ 2р6 +26 -уа} 
对 所 有 能 用 x?Y+2 疡 表示 的 数 做 一 个 全 面 的 描述 . | 
71.， 求 判别 式 为 一 20 的 所 有 约 化 二 次 型 . 
构造 一 个 判别 式 为 一 20 Н x 系数 为 30 的 二 次 型 . 证 明 30 
АГЕН КЖ) x+ Sy R 202+ 2ху + Зу ЕЖЖЖ. 
72. 假设 只 有 一 个 约 化 型 的 判别 式 是 b? 一 4ac ,试用 二 次 同 余 
式 的 可 解 性 , 给 出 TEK п 可 用 ax + bxy + су? 正规 表示 的 充 要 
Ж. 


定 二 次 型 的 自 守 变 换 


73， 对 于 哪些 么 模 变 换 
(х,у) э фх+гу, ах+5), 


фх+1у +2 (дх+ ву )2= х2 + 2у? 
证 明 这 四 个 么 模 变换 构成 一 个 群 , рву В ВВ, 
74， 对 于 哪些 么 模 变换 
(х,у) э фх++у, @х+зу), 


фх+ у)? + (дх+ зу )?= х?+у?? 
证 明 这 八 个 乏 模 变换 构成 一 个 群 , ВП ох? у АОВ РБАЙ. 
75， 对 于 哪些 么 模 变换 
(х,у) фх-+ ту, 4х+57), 
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有 
px+ry)} + рх+1у) (4х+ 57) + (дх + 5у)?= х°+ ху+ у*? 
证 明 这 十 二 个 变换 构成 一 个 群 Вр х?+ ху + у? АЗЕ. 
76， 求 约 化 二 次 型 ax?+ bxy + су АРЕ : 
() #0=Ь<а<с, 
(1) #0<bxa<c, 
Gi) Ж 2=0 В. а= с, 
üv #0<р<а=с, 
(у) Жа=Ь=с. 
77， 设 4 是 对 称 和 矩阵 , РЯ М 是 么 模 和 矩阵 , 证 明 А = РАР 
的 充 要 条 件 是 
(МРМ ')МАМТ (МРМ' = МАМТ, 
证 明 任何 正定 二 次 型 的 自 守 变换 群 与 问题 76 中 所 得 到 的 其 
个 自 守 变 换 群 同 构 . 


注 记 与 答案 


参考 书 见 书 目 :Davenport (1968 ) Niven 5 Zuckerman (1972). 

1. 因为 t 和 o 都 是 平移 ,所 以 ro (П ) 是 平行 四 边 形 . 因 
为 + 与 o 是 格 平移 ,所 以 o" (п МН, Е то" (п) 
内 部 或 周 界 上 有 蜡 于 顶点 的 格 点 , 则 它们 经 平移 сто" 后 的 橡 在 
П 的 内 部 或 其 周 界 上 ， | 

2. ЗЕРНАХ т”(П ) 覆 盖 了 在 两 个 方向 都 无 界 的 一 个 
带 形 . 因为 o 平移 的 方向 和 平移 的 方向 不 平行 ,所 以 全 体 平移 
0" 把 这 个 无 界 带 形 又 映射 成 一 些 平行 的 带 形 , 它们 在 原 带 形 的 
两 边 都 是 无 界 的 ;因此 , 平面 的 每 个 点 被 这 些 带 形 所 覆盖 . 特别 
地 , 每 个 格 点 被 它们 覆盖 . 但是 , 格 点 不 在 平行 四 边 形 ro" (П ) 
的 内 部 或 周 界 上 (除非 是 顶点 ) ,这 样 , 每 个 格 点 是 4,8,C 或 D 
EEB ro FOR. 例如 , it С 是 平行 四 边 形 ABCD 中 与 4 相 
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对 的 顶点 , 若 ro (А) = Р.Д] e'o" (В) =Р ‚to ' (р) =Р, 
t'o"! (C)= 忆 ,从 而 已 是 四 个 平行 四 边 形 re" (П ) т" о" (П ), 
woi M ), e'o! (I ) 的 顶点 . 

3 С= (а+с,Б+а), 

经 变换 x 后 , 单位 正方 形 的 像 是 平行 四 边 形 ABCD, 格 点 
(х ,0 ) 的 像 是 直线 АВ 上 的 格 点 , 格 点 (0 ,7) 的 像 是 直线 4D 上 
的 格 点 , 单位 正方 形 格 的 像 是 单位 平行 四 边 形 格 . 

4， 是 (由 问题 2 与 问题 3 ) . 

5， 过 点 B,C ,D & {ү х 轴 的 垂 线 , 并 计算 由 它们 所 构成 的 
直角 三 角形 和 梯形 的 面积 , 可 知 这 个 平行 四 边 形 的 面积 区 ad 一 bel. 
对 于 任何 实数 a ,b,c d 这 都 正确 . 若 平 行 四 边 形 面 积 为 零 , 则 
四 个 项 点 共 线 . 

数 ad — be 称 为 矩阵 (6 В 移行 列 式 . 

6. (ar+cs,br+ds)= (at+cu,bt+du) 

< (а (r—t)+e(s—u), b(r-t)+d(s-u))= (0,0), 

因此 

и: (—1,5-и)>(0,0). 

а: @©,у)>0с,уа), БАЖ y0 „Ш 
c=d=0 

(ax+cy,bx+dy)= 0,0) (x#0) 
= d (ax+cy)—c (bx+dy)=0, 
即 (ad—bc)x=0. 
{H x0, 所 以 
ad—bc=0. 

E x 不 是 一 一 对 应 的 ， 则 必 有 两 个 不 同 的 点 有 相同 的 像 . 由 
上 可 知 , 两 点 的 差 是 一 个 不 同 于 原点 的 点 , 但 在 变换 x 下 , 这 点 
的 像 却 是 原点 . 正如 我 们 已 经 证 明 的 , 无 论 这 点 是 否 在 7 轴 上 ， 
总 可 推出 ad 一 bc=0. 

7， 间 题 4 中 已 证 明 a 是 一 个 满 射 
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E a 不 是 一 一 对 应 的 , 则 由 问题 6 得 到 ad 一 be=0, ЯША, 
B,C ,D 这 四 个 点 共 线 . 
8 #a,b, саж, Nj ad- be жж. 


d —b 
“(шк се} 00). 


=c a 
(авав) ©. 0. 


但 是 wx 是 到 到 自身 的 双 射 , 所 以 此 处 的 四 个 坐标 是 整数 , 因此 
它们 的 积 与 和 都 是 整数 , 从 而 


ad—bc ad 一 pc ad 一 pc ай-– Бс 


__ad-be _ 1 
(ad— be} ad- Бс 


是 整数 . 但 是 ， 如 果 -- 个 整数 的 倒数 也 是 整数 , 它 必 是 土 1 , 所 
Ц аа- Бс= +1. 

9. Жа, 6, с, аж, ШУНАН Z NAE 72. 

车 ad-bc= 土 1 , 则 @ В узре 


4 0 
ad— bc ad- Бс 


__ e a 
а4— Бс ad 一 pc 


的 元 素 是 整数 , 因而 每 个 格 点 都 以 一 个 格 点 为 其 原 像 . 所 以 这 个 
变换 把 ПАГА] 22. 
10. 问题 1 一 8 的 论证 证 明 , 这 种 平行 四 边 形 的 面积 等 于 1 . 
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11. 半 周 旋转 把 直线 映射 成 平行 的 直线 . 关于 点 M 的 半 周 旋 
转 将 B 与 C 交换 位 置 , 所 以 АВА 'C 是 平行 四 边 形 . 若 将 这 个 
格 按 通常 办 法 用 有 序 的 整数 对 标 出 , 那么 点 М 的 坐标 是 整数 或 


整数 + 了 了 . Ë M= (r,s) ,关于 (r,s) 的 半 周 旋转 是 (x ,7) 一 


(-х+ 27, -у+25) , 它 当 然 将 乙 映 射 到 自身 ,所 以 4 是 格 点 . 因 
为 半 周 旋转 把 格 满 射 到 自身 ， 所 以 三 角形 4 BC 中 的 格 点 只 能 是 
АВС 中 的 格 点 在 半 周 旋转 下 的 像 . 


12. J .问题 1 中 构造 的 平行 四 边 形 面积 二 倍 于 三 角形 面 


14. # > 是 Farey 数列 的 一 项 , 则 оса (a ,b)= 1 ,因而 在 
连结 0.,0) 和 (6 ,a) 的 线段 上 无 格 点 . 同样 地 , 在 连结 (0 ,0 ) 到 
(4 ,c) 的 线段 上 无 格 点 . 因为 三 与 -了 是 Farey 数列 中 相 邻 两 


项 , 所 以 在 连接 (Б ,a) 和 人,c ) 的 线段 上 , 以 及 在 顶点 为 (0 ,0 ) ， 
(Ба) ,(d ,c) 的 三 角形 内 部 都 无 格 点 . 因此 , 这 个 三 角形 的 面积 


是 1. (由 问题 12) , 而且 ad 一 bc= 土 1 (由 问题 5)， 


但 是 + < -F ,所 以 ad<bc ,аа-Ьс= – 1, 
类 似 地 , A 4-4е= 一 1 . 
于 是 ad-bc=g-de,d(ate)=c (b+f). 
15. 么 模 变 换 是 正方 形 格 的 一 个 自 同 构 , 它 以 一 个 格 点 为 不 
动 点 .单位 正方 形 0 ,0 ) , (1,0), , (1 ,1),(0 ,1) 在 这 个 变换 之 下 
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的 像 是 (0,0), p,q) (+, 9+3), , (r,s) ,它们 构成 一 个 面积 
为 1 的 平行 四 边 形 ， 

在 专家 们 当中 , 几乎 有 一 半 人 使 用 我 们 对 么 模 的 定义 , 另 一 
半 人 则 只 把 行列 式 为 + 1 ERRA ВЕРЕ . 

16. О) нра (5), 它们 有 相同 的 行列 式 , 因而 
或 者 都 是 么 模 算 阵 ,或 者 都 不 是 . 

当 ps 一 gr= 土 1 时 , C ) 的 递 逢 阵 是 任 ? 于 5 ), 它 仍 是 么 模 
ЯН. 

17. TREMER E SIRERE, 这 样 ， 根据 问题 16, 只 需 证 
明 封闭 性 . 

令 ps 一 qr= 土 1 Н аа Ьс= +1, | 

а+ас рь +дӣ 
а бахте +). 
最 后 一 个 矩阵 的 行列 式 是 
фа+ дс) (6+ 54а) - (та+ зс) ФЬ+ д4) 
=ps ` ad+qr pc+Pr аЬ+ 45° cd—pr: ab—ps: Бс дг ай 
— 95 cd=ps* ad+qr ; be—ps ` pc 一 gr аа 
= @5— ғ) аа-е)=-1. 

18. god (х,у) = вой (X Y ) 是 因为 它们 互相 整除 . 从 几何 
ЕЙ, god (x ,)) 是 连结 O, 0) 与 (x ,y) 的 线段 上 除 点 (0 ,@) 外 
的 格 点 数 . 在 么 模 变换 下 , 共 线 格 点 的 集合 被 一 一 映射 成 共 线 格 
点 的 集合 . | 

19. (х,у) (х,у) ПЕР х БЕЯ. 

(х,у) (х,у)@ 0) 是 关于 直线 =x 的 反射 

(х,у) (ху) (0 )) 是 关于 原点 的 反 时 针 旋转 90° 

Осор) (х,у) (E 9) 是 沿 x 轴 方 向 的 切 变 ?， 

20， 行 列 式 等 于 + 的 矩阵 给 出 一 个 指数 为 2 М 

G DG 1)= Gia 9), 
O ИЗ shear .对 这 一 变换 的 几何 意义 ,可 参见 图 8.2 — ERE. 
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ВТЕ ЊЕ 5 (7. , + ) 同 构 的 群 , 相应 的 变换 是 褒 х 


轴 方 向 的 切 变 . 

21, 2+0=1, 3+0=9, 
2+1=2, 3+1=10, 
2+0=4 32+22= 13, 
2+1=5 32+ 32= 18 ， 
2422-8. , 


ЖТР и= 1 ‚2 ‚4 ‚5 ‚8 ‚9 ВАЛА ` 见 图 8.3. 


8.3 
22， 显然 (r+ 与 六 只 能 是 正 数 或 零 . 但 x+y 与 都 是 整 
Ж, 所 以 只 可 能 取 问 题 21 中 的 那些 值 . 数 3 不 是 二 平方 之 和 ， 
23. # х=т-2п В у=п, № х+2у=т, у= п, 因此 
(х+2у)+у2 5 т? + п? эй х? + у? АНАКЕ. 
对 于 给 定 的 a ,pc , 称 x Б) y AARS (х,у) = ах? + Ьху+ су? 
为 二 元 二 次 型 ， 
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24. &ps—-qr=+1 Hp q ,7 ,3 都 是 整数 , 则 存在 格 点 (с ,y )， 
它 被 么 模 变 换 
(хоу). у) (01) 
ЮЖ x+y, gxt зу). МИ, EAER x ya рх + ry 
5 ах + зу ЖЭНЕ — Ar ЖК. 
25. @+bb EN x+y=25 上 < (a+b}+b=25 
<> (a ,b) 在 曲线 (х+у)+у=25 Е. 
(х,у) (х+у, у) ИР, 它 使 x 轴 上 的 点 保持 不 动 ,以 及 
每 一 点 沿 着 与 x 轴 平 行 的 方向 移动 ,移动 的 距离 等 于 它 到 x 轴 的 
距离 . 

虽说 出 于 数论 研究 的 目的 ,我们 只 关心 变量 x,y 取 整 数值 ， 
因而 只 是 圆 х+у=25 上 的 几 个 点 ,但 用 通常 方式 画 出 加 和 椭 
圆 可 以 对 某 些 二 次 型 有 个 直观 的 模型 . 因此 , 只 要 记 住 我 们 关心 
的 主要 是 格 点 , 就 不 会 引起 误解 . 

若 有 勾 模 变 换 将 两 个 二 次 型 中 的 一 个 变 成 另 一 个 , 则 称 它们 是 
等 价 的 . 由 这 个 定义 推出 , 等 价 二 次 型 取 相同 的 整数 值 集合 . 另 
一 个 推论 是 ， 由 于 么 模 变换 构成 一 个 群 ,所 以 这 样 定义 的 等 价 是 
通常 意义 下 的 一 个 等 价 关系 , 因而 这 个 等 价 关系 将 所 有 二 元 二 次 
型 的 集合 分 成 不 相交 的 类 | 

26. HA х2+2ху+ 2у2= (хучу, 所 以 当 (a+5,b) 在 
x+y =k kif, (0, Б) х2+2ху+2у2= КЕ. ЖЖ, ZARA 
分 别 变换 成 三 个 圆 : 2+2=9, хну 16 与 х+у=25. 

用 将 圆 做 切 变 的 办 法 , 画 出 草图 . 

27. х?—2ху+3у?= (х—у)?+2у°, 

X+ 2ху + Зу? = (х+у)?+2у', 
х?+ 4ху+ бу? = (х+2у)+2у?. 
三 个 变换 : (х,у) э (к-у, у), 
(ху) (х+у „у), 
(х,у) э (+ 2у, у) 
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都 是 么 模 变 换 ,因而 上 面 所 给 出 的 三 个 二 次 型 都 与 之 + 272 等 价 
28. (4 1)6)= Су”). 
29 
о сосрсо- оар). 
(а, БФ х +2ху+ Зу =k 上 
<> (а b)(i 3) 6)=к 


а b) (19) (19) (0 1) 6) = 


(а,6) (|, ЖЕНЯ (х y) (9)C)=k 上 . 
30. фх+у)+2 х+ = (х EI) 9) 67) 0). 
31. Р= Ф). 
这 个 结果 , 用 代数 语言 说 明了 等 价 二 次 型 之 间 是 如 何 通 过 乏 
模 变换 相 联 系 的 . 
32. х2- 2ху+3у?= (ху) (1751) G) ЯВА =2. 
L= ye DEAR =2. 
х+ 2ху + 3y = (х У) (1 3 ) 0 ) 行 列 式 =2. 
х?+4ху+ бу?= (х У) (1 б PTAR =2. 
33， 在 注 记 17 中 , “矩阵 是 么 模 的 ?这 个 条 件 ,是 在 证 明了 我 
们 这 里 所 需要 的 结果 后 才 加 上 去 的 . 因此 , det P4PT= (det Р) 
- (detA ) GetPT) .但 是 detP = det PT 对 一 切 P 都 成 立 , Д, Р 
жон , 则 detP= 土 1. 于 是 (detP )(деёРТ) = 1, detPAPT 
= detA . 
34， 若 这 两 个 二 次 型 等 价 , ШАРЖА Л ШИЕ Р, A В 
= PAP", 由 上 题 得 到 detB=det4 . 
а L 
35. ах?+вху+ су? = (х эа, 2 7.2 x 2 阶 对 称 矩 隆 


1 


的 行列 式 是 ae- 广 如 ,因此 ， ac~- g b =att ть 2 Вр 
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Ь?- 4ac=b?~4a "c", 

36. х2+у2 „b -—4ac= 一 4 , хХ+у=1 EM. 

х , b—4ac=0 , 2=1 是 一 对 平行 直线 . 
х?— у? b- 4ac=4, x-y = 1 是 等 轴 双 曲线 . 

ЖУН АУЕ ВЯ 22 – 4ас 符号 的 变化 引起 的 二 次 型 的 差别 . 

37， 判 别 式 等 于 - 4 乘 以 相应 矩阵 的 行列 式 . €b- 4ас<0, 
则 4ас-52>0, (4ac- b) ЖЕ ХА, 右边 是 正 数 或 
零 ,因而 4a 和 ax?+ bxy + су? YAS. 

38， 正 定 二 次 型 总 取 非 负 值 , 且 对 应 着 一 族 间 心 椭圆 . 

负 定 二 次 型 总 取 非 正 值 . 

等 价 的 二 次 型 有 相同 的 判别 式 , 所 以 等 价 于 定 二 次 型 的 二 次 
型 也 是 定 二 次 型 .此 外 , 等 价 的 二 次 型 取 相 同 的 整数 值 集 合 , 所 
以 ,或 者 都 是 正 的 ,或 者 都 是 负 的 . 这 样 ， 前 面 所 定义 的 二 次 型 
的 等 价 也 是 在 正定 二 次 型 集合 中 的 一 个 等 价 关系 . 

39, x-y у= 0 时 取 正 值 , 当 x= 0 时 取 负 值 . 

对 于 一 切 的 0 ,у), eA, 

40， 若 5 是 偶数 , b= 0 mod 4) , ВЕДЬ? 4ас==0 поа). 

ЖЬ ERA, 2 =1 (mod4), ВА b- 4ас = 1 (той4). 

一 1 与 一 2 都 不 同 余 于 0 或 1 (mod 4) ,但 是 对 于 任何 a ,b， 
c, 有 如 一 4ac 三 0 或 1 (той 4), 所 以 判别 式 不 能 是 -1, 一 2， 
一 $5, 一 6, 一 9 ,一 10 Ж 


Ь?—4ас= – 3 х + ху+ у? 

№? 4ас= – 4 ж + у? 

b —4ac= – 7 x? + xy + 2y? 
b—4ac= -8 x? + 2y? 

b — 4ас= — 4k х?+ Ку? 

b?— 4ac = — 4k- 3 х+ху+ (К+1))?, 


41. Æ b-—4ac= – 4 , 则 这 =4 (ac 一 1) ,所 以 5 是 偶数 . 
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= 0=—ас=1=>а=1 , 


Ь=+2=ас=2 
»а=1%2 
1= 土 4 一 ac=$ 
一 d= 二 ] 或 5 
b=+6=>ac=10 
=а=1,2, 5,10 


Ь= + 8-ас= 17 
>а=1, 17 
b=+ 10-ас=26 
=а= 1,2 ,13 ,26 


ху? 

ж + 2ху+ 2у? = (ху + у, 

20+ 2ху+у= + (ху). 
х+4ху+ 5у?= (х?+ 2у)? +y, 

Sx + 4ху+ у? =х2+ (Хх 2у)?, 

xX 4 бху + 10у? = (xt Зу)?+)?, 

2х2 + 6xy+ 5у? = (xty Y+ (х+2у), 
50+ бху+2у?= (xty f+ Ох у}, 
102 + bxy +y = х? + (302 +у)?. 


L + 8ху+ 17у? = (х+4у)?+у?, 
170+ 8ху + у? = х?+ (4х4 у), 

xL + 10ху + 26у? = (х+ 5у +y, 

2х? 10ху+13у?= &+2у)?+ «43у}, 
13х24 10ху+2у= 2х+у)+ Вх+уў, 
260+ 10ху+ у= + бх+у)?. 


42, Б= 4ас- 3, 所 以 b 是 奇数 . 


Ь=+1>ас=1 0+ ху+у= х (у) + (Жу). 
а= | 
b= + 3ъас= 3 х+3ху+3у2= Cty) (ху) у Чу», 
=а=1 或 3 Зх+3ху+у= вх) + @х) ку) Ку) 
b= + 5ас= 7 x + 5ху+ 7y 
一 4=1 或 7 = (х+2у):+ (+ 2у)(+у) + (+у)?, 
7х + 5ху+ у? 


= (+х)?+ (+ х) Ох+у)+ Ох+у), 
Ь= +7ас= 13 + 7ху+ 13у: 
а= R13 = (х+зуу (х 3у)(жу)+ (жу), 
13х24 7ху+ у? 
= (Ех)? + (+х) (3х у)+ (Зх+у)?. 
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0= 土 9 一 ac=21 х? + 9ху + 21у? 
=а=1,3,7%21 = (х#4у) + (х+4у)(Жу)+ Фу), 
3x t 9ху +7х° 
= (х+ 2у)+ (х+2у) #у)+ (с #у)?, 
Tx t 9ху + 3у? 
= &Еуу+ к+у)Ох+ у)+ Ох +уу, 
21х24 9ху+ у? 
= х}+ Ех) 6х+у)+ @х+у)?. 
43. 2х?+3у? 可 取 值 2 ,3 ,5 但 不 能 取 1 ,4 ,6 ,7 . 
х? + бу? 可 以 取 值 1,4,6,7, 但 不 能 取 2,3,5. 
尽管 这 两 个 二 次 型 的 判别 式 都 是 — 24, 却 不 是 等 价 的 ,因为 
他 们 的 值 集合 不 同 . 
因此 ， 有 相同 的 判别 式 是 两 个 二 次 型 等 价 的 必要 条 件 而 非 充 
分 条 件 . | 
44, + у? 可 以 取 到 的 值 是 1,2,4,5,8,9,10,13,16 ,17， 
18,20. 
六 的 系数 是 2 ,5 ,10 ,17 ,13 . 
这 些 系数 是 可 取 值 集合 的 子 集 . 
45. (рх+ғу) 2+ (ах+5у) 2= (р?+4?) х?+2 (ре+ах) ху 
+ @?+5°)у?, 
46. 如 果 是 乏 模 变换 , 则 px 一 gr= 土 1 ,所 以 gcd ф,д)=1. 
若 gcd p ,4)=1, 则 由 问题 1.34, 存在 整数 ;与 ,使 得 ps 一 gr 
=1, И (х,у) pxty , ух + sy JELRE, 
47. (5х+4у)?+ (х+у)?= 26х?+42ху+17у?, 
(5х + 2у)?-+ 2х+у)?= 29х2+ 24ху+ 5)? 
48. 1,2 ,5,10,13,17. 
49. зп я  ах?-+ bxy + с? ЕЖЕ , 则 п = ар? + Бру + с4`. 
其 中 gcd (p,9)=1. 根 据 问题 46, 存在 么 模 变换 (x*,)) > 
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(рх+ ту, ах+5у), 于 是 а?+Ьху+су! 等 价 于 
а (рх+ту)?+Ь (фх+ту)(@х+ зу) + с (qx+ зу)? 
= (ар + Бра + сд?) х? +... =пх?+... 
50. Ж ах?+ Ьху+ су? 5 пх? + һху+ |? Eir , ИЕР 
& (х,у) фх+ ту, 4х+ѕу), 
使 得 афх+ту) +6 (рх+ту)(@х+5у)+с (qx+sy) 
= их? + һху+Ь/?, 
因此 п=ар+рд+сф. 
因为 是 么 模 变换 , 所 以 gcd р, 4) = 1 ,n 被 正规 表示 . 


51， 因 为 оолу 
PG, PGy Т) 


所 以 
a 1, 
ТШ 2°). Рт! G dy 2" Р" 
因此 


_ а 3% aE Tbn P 
n= (р 20, «6 DP Gy „ӘР Q). 


E p DP =(X,Y), Шп=а' X +b XY +c РВ 
正规 表示 式 (由 问题 18 ) . 

52 .由 问题 和 9 知 , 必 有 -个 等 价 二 次 型 7x 二 hxy 二 7?， 

等 价 的 二 次 型 有 相同 的 判别 式 ,所 以 2 281 =1-24, ВП 
2=5+7 (41-4), № = 5 (mod 7). 但 5 不 是 对 模 7 的 二 次 剩 
R. 

53、 在 每 种 情形 ,判别 式 都 是 一 15.， 

$ (х,у) = +ху+4у? ‚Г (х, у)=2%+ху+2у?, 

щ |х|,|у|<3ЮМ ‚в (х,у)= 0,1,4 ‚6,10 ‚15,16 ,19 ‚24 
ШГ © ,у)=0,2,3,5,8,12,20.. 


уе, > 12, НД Оу) 7. 
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муну, о) =2 (ка г) рни, * 


2 
x22 иб )>2(1 +2 =8. 


当 ?=0 时 , 由 于 是 正规 表示 , МН х= +1. 因此 ,为 了 使 
(x,，y)<8,1x| 与 |y| 都 应 小 于 2, 而 这 些 情形 已 在 前 面 列 出 
来 了 . 


g (х,у) -(х+ $») T y, MAN |у|>2 时 应 有 


Е (х,у)>15. 


меан е е = (5 l j+% ,所 以 车 还 有 


2 
|х 122, ЯН (х, у) > (т) +8 26, 


当 y=0 时 ,由 于 是 正规 表示 , MA х=+1. 因此 ,为 使 
& (x У ) 正 规 表 示 的 值 小 于 6, |x| 与 |y| 都 应 小 于 2, 这 些 情况 
已 见于 前 面 . 这 就 证 明了 ，, 由 f ЖП е 正规 表示 的 最 小 几 个 非 零 数 
是 不 同 的 , 所 以 它们 不 等 价 . 
1 39 


54, Аў (х,у)= 20+ ху+5у2= 2 (=+ +2) + >> у. 


当 l>l>2 时 ,Are ,> 二 ， 


“2M л, tD (84 ]+3>2(1) 


39 
+ =. 

当 y=0 时, 由 于 是 正规 表示 , 应 有 x= 土 1 .因此 , 要 使 
了 (x ,y) 正 规 表 示 的 值 小 于 11 , 则 |x| 与 |y | 都 应 小 于 2. 

/ @10)=2,/ 0,+1)=5,7 1, = (+1,F1}6. 


2 
令 8 (х,у) = 3х?+3ху+ 4у?=3 (= 3») 13 


+——уУ%, 24 
2 49° 
|[у{>2 ‚в (x ,y)>13. 
X jx] 2 时 ， 
гү 13 3} 13 
8, +1) ICSE д >3(3) + г =10. 


当 y=0 时 ,由 于 是 正规 表示 , 应 有 x= 土 1 因此 ,要 使 
g (x ,y) 正 规 表示 的 值 小 于 10 ,|x | 与 |y | 都 应 小 于 2. 


8 (+1,0)=3, 2 ©0,+1)=4,8 (+1,+1)=10, 
g ( 土 1 ,于 1)=4， 
这 证 明了 ,了 与 8 所 取 的 最 小 几 个 非 零 值 不 同 , 所 以 ,它们 
不 等 价 . 
55. Sf (,у)=ах?+Ьху+ су? , ИГ а ,0)=а, 0,1)=с, 
Ха, -1)=а+с-Ь. 
4 0<2<а<с, а>0 В. |y| >24, 


пе 


4а 
已: 、 
但 本 <c, PAS (ху) > Зе>а+с. 


2 
当 |xj> 2 时 ,Ac нах +8 
2а 4а 
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зү 1 
>а(+ )+с--р®э2а+с. 


当 [х|> 2®Ї./ <, 0) 不 是 正规 表示 , 所 以 , 对 于 小 于 a+r 
且 可 用 f 正规 表示 的 数 ,|x | 与 17| 都 应 小 于 2 . 

Г(+1,0) =а, (0, *1)=с,/ (+1, +1)=а+Ь+с, 
/ (&1,+1)=а-Ь+с. 

56. 若 两 个 二 次 型 等 价 , 则 由 问题 51, 它 们 正规 表示 同样 的 
数值 集合 , 因此 有 相同 的 儿 个 最 小 值 . 这 样 , 根据 问题 55,a=a 
с=сНа-в+с=а’-Ь’+с’, МБЕ р “这 证 明了 ,至 多 有 
一 个 约 化 型 与 给 定 的 二 次 型 等 价 . 下 面 的 十 个 问题 将 证 明 每 个 正 
定 二 次 型 与 一 个 约 化 型 等 价 . 

57. шб<^җа<с Бас. 

Ж b- 4ас= —3, Ш4ас- 3 <ас,ас<1, HME а=с=1. 
b—4= 一 3 导出 Р=1, 所 以 判别 式 等 于 -3 的 约 化 型 只 是 
х-+ху+у. 

58. #4 = -4, НЬ<ас, И 4ас- 4<ас, Зас<4, 
因而 a=c=1 ,于 是 如 =0 .判别 式 等 于 -4 的 约 化 型 只 是 оу. 
Ж b-4ac=-12, H Р<ас, М 4ac-12<ac，3acg 12, 
ас<4. ИЖ а?<ас, Я а=1 ижа=2. 


а C b=4ac— 12 Ь 


1 1 一 8 一 

1 2 一 人 一 

1 3 0 0 х?-+3у? 

1 4 4 221 ” 非 约 化 的 

2 1 非 约 化 的 

2 2 4 2 2х2+ 2ху+2у? 


ч 
© 


Ж b—4ac=-d В Б?<ас, №] 4ас-а<ас, Зас<4 
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及 ac< 4.9 с< 林 4d. 又 由 0<b<ase, 可 知 判别 式 等 


于 一 d 的 约 化 型 至 多 是 有 限 个 . 在 Davenport 的 书 (1968 ) 中 列 
出 了 判 器 式 取 值 -3 到 一 83 的 所 有 约 化 型 . Davenport 把 满足 
0< 必 ls 和 as<sc 的 二 次 型 称 为 约 化 型 , 这 是 因为 在 他 的 么 模 变换 定 
义 中 , 行列 式 要 等 于 +1. 
60. 2 (х+у)?- И (х+у)у+18у2=2х°—7ху+9у?, 
2 (х+у)?—7 (х+у)у+9у2= 2х2 Зху+4у2, 
2 (х+у)-3 (х+у)у+4у2= 202+ ху+ 3у2, 约 化 型 , 
2 (х+3у)?— 11 (х+3у)у+ 18у2 =2х2+ ху + 3у2 . 
Ж (ку) (19) = ж+у, у), ШН.@ Е ВЕ, ЭД 
用 这 个 替换 得 到 等 价 的 约 化 型 . 
(х,у)(1 ©)= x+3 ,7) ,而 和 1) 也 是 么 模 和 矩阵 . 
61. 2(х—у)?+13 х-у)у+24у? = 2х2 +9ху+ 13у?. 
2 (х-у)?+9 (х-у)у+ 13у? = 2х2+ 5xy + 6y, 
2 (к-у) +5 (х-у)у-+ бу? = 2х2 + xy t 3у? ,是 约 化 型 . 
2 х-3у)?+13 (х—3у)у+ 24р =2xX + xy +37, 
и, у) (10) = (к-у, у), Шо, у) E к-Зу, у). 
C D5 C ох ЕШ. 
62. 3 (x+ny)?+50 (х+пу)у+ 211)? 
= 3x? + (6n + 50 )ху + (302+ 50n +211 )у?. 
4 n= —8 ht „6n + 50 有 最 小 绝对 值 . 
3 (х—8у)?+ 50 (х- 8у)у+211у2= 3х2+ 2ху+ 3у?, 是 约 化 


(к,у)(Ь% = -8, у), Со ТАЕ. 
63. 3 (х+пу)2+47 (х+пу)у+ 185? 


=3х?+ (6п +47 ) ху+ (3н? + 47п +185 )у2, 
当 n= -8 时 ,6n+47 有 最 小 绝对 值 
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3 (- 897 +47 (x- 8y y +1857 = 3х2 - ху+ у? ‚ ЕЈ. 

Я (у, O (х,у), 

3х? — ху+у «Е х ху+3у, 

再 用 (-х, у) (х,у), 

х? — ху + 3у Ех + ху+ Зу, 是 约 化 型 . 

(х,у) 0)= (к-8у,у), (ку) (0 1), х), 

wn (и D= (х,у). 

ж C, 0) 001), Сто В ЯЕ. 

Co 0)01)01,9)= (671), б, у) ETI вх+у, -х). 

3 (8х+у)2+47 (8х+у) (-х) + 185 (—х)?= х+ху+3у2. 

64. 3 (x—8y)? +46 (х-—8у)у+ 177у? = 3х2 -2ху+у, 用 
(у, x) (х,у), ВУИ х-2ху+р. 

(ху)? —2 (х+у)у+3у%=х?+2у1, ЖИЫ. 

65. На (х+пу)?+Ь (х+пу)у+ су = ах? + (2an +b )xy 
+ (ап +Би+с)у?, Д а=а', Ў —-а+1, -а+2,.... –1, 
0,1,....а-1, a 构成 模 2a 的 完全 剩余 系 ,所 以 在 —а+1 Ба 
之 间 恰 有 一 个 整数 同 余 于 b_ (mod 2а). 选取 п, 使 得 b 等 于 这 
个 整数 . 

66. 根据 问题 65 ,可 以 将 ax + Бху + су? 变换 为 ах?+Ь'ху 
+су, Ж |р /|<а. 

Я (一 x ,y) 替 换 (x ,y ) (如 果 这 是 必要 的 话 ) , 得 到 等 价 的 型 
ах?+|Ь'|ху-+с'у?%, Ж а< с” ,这 就 是 一 个 约 化 型 . 若 ac> c , 则 
利用 (у, х) (х,у) ИТНО сБ ху+ау?. 

车 1b ‘|gc ЗЈН ЕРЫ, 若 15 |>c ,利用 问题 65 中 
的 赫 换 与 方法 可 以 得 到 一 个 等 价 的 型 c 2+ Ь”ху+ а у, Ж 
[6"| <с’. (х,у) (х,у) (如 果 必 要 的 话 ) ,可 得 到 等 价 
型 c ‘+16 "| ху+а Y., | 

车 a “>c“ 得 到 的 是 约 化 型 .否则 ,可 以 再 重复 上 面 的 过 程 . 
因为 疡 与 天 的 系数 都 是 正 的 ,而 每 一 次 都 使 这 些 系数 减 小 ,所 以 
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这 种 过 程 不 会 无 限 地 重复 下 去 , 最 后 必得 到 一 个 约 化 型 . 

67. НН 56 知 , 每 个 等 价 类 至 多 含有 一 个 约 化 型 . 由 问题 
66 知 , 每 个 等 价 类 又 至 少 含 有 一 个 约 化 型 . 因此 , 每 个 等 价 类 恰 
有 一 个 约 化 型 . 所 要 的 结论 可 由 问题 59 得 出 . 

68. 0243.2 与 问题 4.42 ;一 2 是 模 11 与 模 17 的 二 次 剩余 . 
32—11.1=—2, 72-171.3=-2, МИ 62—4.11.1=-8, 14? 
—4.17.3=-8, ИЖ СЯ Ио+бхучр 与 
17х? + 14ху+3у?. Ж axt Ьху-+ су? 是 约 化 型 ,判别 式 为 -8 ， 
8 
3 › 
ЖД а=1, с=1 2. 但 是 a=c= 1 推出 -4= 一 8 ,这 不 可 
能 .而 a=1 ,c=2 推 出 8=0., 所 以 判别 式 为 一 8 的 约 化 型 只 有 
х+2у. ЖЕ, 前 面 的 两 个 二 次 型 一 定 与 它 等 价 , 所 以 11 与 17 
都 可 用 2+2 ЖЖ. 

69. 由 问题 4.42 知 ， 


П 5? —4ас= -8 , А, H Б?=4ас-8 МЫ <ас 1 ас< 


(z) ‚ Мр=1| 或 3 (mod 8), 


(2 )--1 ‚ Мр= 5 8 7 (1098). 


如 果 有 一 个 判别 式 等 于 一 8 的 二 次 型 Px?+ аху + |? , ШЖ 
AER h.l, 使 得 严 一 和 /= —8 , 那么 ,因为 邓 +2y? 是 判别 式 等 
于 一 8 的 唯一 的 约 化 型 , 所 以 p 可 用 它 表示 . 为 此 , УЖА. 


并 且 (+ 中 一 Pl= -2 ,所 以 一 2 必 是 对 模 p 的 二 次 剩余 . 


反之 , 若 —2 是 对 模 p 的 二 次 剩余 , 则 存在 h ,1 ,使 得 请 
—рЇ= – 2, 因而 二 次 型 p 邓 二 2hxy 十 妇 的 判别 式 为 一 8 . 因为 这 
АБ х2+2у2 等 价 , 所 以 p Я х-+ 22 RR. 
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70.， 给 出 的 等 式 表明 , 这 个 集合 对 乘法 是 封闭 的 . 显然 任何 
平方 数 都 可 用 这 个 型 表示 . 由 问题 69 Ап, 凡 同 余 于 1 或 3 (поа 8) 
的 素数 p 和 数 2 也 都 可 用 它 表 示 . 这 样 ，- 一 个 整数 , 在 它 的 素 因 
数 分 解 式 中 ,只 要 间 余 于 5 或 7 (mod 8 ) 的 素 因数 的 指数 是 偶数 ， 
就 可 以 用 这 个 型 表示 , Жа |х?+2у°, а 是 同 余 于 5 或 7 (тоа 8) 
的 素数 , 则 上 必 有 因数 4 ,因为 ,否则 就 存在 > , 使 得 yz 三 1 
(тоа 4), (2х) +2 = 0 (mod q), 于 是 -2 就 成 了 对 模 g 的 二 
次 剩余 .这样 ,在 那些 可 以 表示 的 数 的 素 因数 分 解 式 中 ， 同 余 于 5 
或 7 (тоа 8) 的 素 因 数 的 指数 必 是 偶数 . 

71. Ж ах?+ bxy 十 cy? 是 判别 式 为 — 20 的 约 化 二 次 型 M Б 
—4ас= 一 20 ‚зас, FÆ 4ас- 20<ас, ас<6, 4ас< 24. 
从 而 P< 4， 

车 b=0, 则 ac=5, 从 而 a=1 ,c=5. 

车 b=1, 则 4ac=21, 这 不 可 能 . 

若 b=2, 则 4ac=24, 从 而 ac=6 .由 于 bgsagc, 所 以 
а=2,с=3, 

判别 式 为 -20 的 两 个 约 化 型 是 x?+ 5 Б 252+ 2ху+3у?, 

30х2+10ху+ у? ВАЕ 一 20 ,所 以 它 与 上 述 两 个 型 之 一 
等 价 . 于 是 30 可 用 其 中 的 一 个 正规 表示 . 事实 上 , 5 +5:12= 30. 

72. пя] № ах? + Бху + су? 正规 表示 的 充 要 条 件 , 是 存在 一 个 
Ж ТИК пх? + hxy + hy., 若 判 别 式 等 于 天- 4ас 的 约 化 型 只 
有 一 个 , 则 具有 这 一 判别 式 的 所 有 正定 二 次 型 都 是 等 价 的 . 因此 ， 
若 有 整数 户 ,! , 使 得 

й? — 4п1 =b- 4ас, 
则 是 可 表示 的 E 
k == b- Дас (mod 4n) , 
BE 如 一 4ас 是 对 模 4n 的 二 次 剩余 , 那么 这 样 的 疡 , /是 存在 的 . 
73. р= +1, 4=0, ғ=0, з= +1 对 应 四 个 矩阵 : 
бәс р. ср 
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与 C, x С, 同 构 . 
74. р= ї1,4=0, = 0,5= + 1#р=0, 4= +1 ,г= +1, 
5=0, 对 应 八 个 矩阵 : Lo. 01 
01). Со 16 G о), 
970601) (ть), 
与 р, 同 构 
75. 由 问题 5 知 , 当 xj Iyisi it, ах? + Бху + су ВЕРЕ 
正规 表示 的 最 小 值 ,因此 , 仅 当 ,9)= (61,0), (0, +1)% 
(+1, + ПЕРА р? +р9 +4? =1. 
м (р, д) = (1,0) , 27+5=1 Н 2+ 15+Я=1, ТЕ (,5) 
= (0,1)8 (1, -1). 
№ (р,а)= (1,0), 一 2r-s=1, 所 以 (r,s)=(0, 一 1) 
В (-1,1). 
№4 (р,д)= (0,1), "+ 25=1 ВМА С „5 )= (1,0) (—1,1). 
9,4) = 0, 一 1) 时 ,一 r~2s=1 ,所 以 (r,s)= (一 1,0) 
в (1,-1). 
м (р, а) = (1, - 1), г 5=1, МЫ (+, 5) = (1, 0) 
0, -1), 
щ p,q) = (-1, 1), -r+s=1, ВИА (к,5) = (-1,0) 
R (0,1). 
矩阵 (1 ”0) 的 阶 数 是 6，(f 1 ) 的 阶 数 是 2 , ERE у. 
76. (1) 自 守 变换 群 有 四 个 元 素 , 与 问题 73 中 的 群 同 构 . 
@) 自 守 变换 群 有 两 个 元 素 , 即 单位 元 素 和 (x ,y) 一 (x, 一 y). 
Gi) 自 守 变换 群 有 八 个 元 素 , 与 问题 74 中 的 群 同 构 . 
(у) МО). 
(у) 自 守 变换 群 有 十 二 个 元 素 , 与 问题 75 中 的 群 的 同 构 . 
77. (MPM = М-тРТМТ, PRVA 
(МРМ-!) МАМ т (МРМ-! у= МРАРТМТ, 
НЧ РАР АВ, ЕР МАМТ. 
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х+ху+у =1,3 ,4 的 图 形 
图 8.4 
这 样 , 在 型 x y)4 8 ) 和 它 的 等 价 型 (x y) MAM" GY 的 自 
守 变 换 之 间 有 一 个 一 一 对 应 Р MPM , 这 个 对 应 是 一 个 同 构 . 
因为 每 个 正定 二 次 型 等 价 于 一 个 约 化 型 , 而 在 问题 76 中 对 
约 化 型 做 了 完整 分 类 , 所 以 这 里 所 得 到 的 自 守 变 换 群 的 分 类 也 是 
完整 的 . 


历史 注 记 


1816 Æ , J, Farey 与 A.L.Cauchy 证 明了 问题 14 的 结果 . 

L, Euler # 1761 年 和 1763 年 分 别 对 二 次 型 妇 二 32 5 х2+ 2? 
做 了 详细 研究 . 1773 年 , J.L, Lagrange 利用 我 们 在 问题 25 中 所 
采用 的 等 价 概念 证 明 : 每 个 正定 二 次 型 等 价 于 一 个 约 化 型 ,以 及 
判别 式 为 给 定 值 的 约 化 型 是 有 限 多 个 ， 他 还 证 明了 我 们 关于 正规 


- 207 - 


表示 的 定理 (问题 49 和 问题 50). 1798 年 , А. М. Legendre Ш 
НА, 不 同 的 约 化 型 不 能 等 价 1801 E, С.Е. Сац 将 这 个 理论 
做 了 改进 和 推广 , 并 将 正规 等 价 与 非 正 规 等 价 加 以 区 别 ( 在 替 
换 (x,7) 一 DCx+ 六 ,gx+s) 下 等 价 的 两 个 二 次 型 4 ps 一 gr 
= 1 时 称 为 正规 等 价 , 当 ps 一 gr= - 1 时 称 为 非 正规 等 价 ) . Gauss 
确定 了 在 正规 等 价 下 的 所 有 上 自 守 变换 , 这 个 课题 的 详细 历史 , 见 
Dickson 的 书 (1950), 第 三 卷 第 一 章 . 


- 208 - 


第 九 章 数 的 几何 


正方 形 格 的 子 群 


1. 图 9.1 中 ,在 正方 形 格 上 面 放 一 个 长 方形 格 . 取 这 两 个 格 
的 一 个 公共 点 为 原点 ,并 按 通 常 方 式 ,用 ZxZ=Z? 中 的 元 素 标 
出 正方 形 格 的 点 . 写 出 表示 长 方形 格 点 的 Z 中 的 元 素 ;再 假定 这 
个 长 方形 格 无 限 地 延伸 ,证 明 它 的 全 体格 点 对 于 矢量 加 靶 构 成 Z 
的 子 群 . 写 出 这 个 子 群 的 两 个 生成 元 . 


Но. 1 

在 本 章 中 ,总 假定 已 经 用 Z? 的 元 素 标 出 了 在 底下 的 正方 形 
格 二 ,并 且 把 所 研究 的 几 个 这 样 的 格 的 - -个 公共 点 取 为 原点 . 

2. 在 图 9.2 H ЖЖ 77 上 的 平行 四 边 形 格 的 点 的 坐标 ， 
证 明 这些 点 在 矢量 加 法 下 构成 Z 的 一 个 子 群 . 求 此 子 群 的 两 个 

т 在 本 章 中 ,把 集合 Z2 和 正方 形 格 ,以 及 77 的 子 群 和 相应 的 平行 四 边 形 格 ,都 
看 做 是 同一 的 .一 一 译 者 注 

209. 


图 9 .2 
3 .在 图 9 .3 中 , 求 放 在 Z 上 的 平行 四 边 形 格 的 坐标 ,证 明 这 
些 点 在 矢量 加 法 下 构成 Z 的 一 个 子 群 , 求 这 个 子 群 的 两 个 生成 


图 9 .3 
4 .证 明 : 由 二 的 点 所 构成 的 任何 平行 四 边 形 是 Z? 的 子 群 ， 
此 处 假定 这 两 个 格 的 原点 是 同一 个 . 
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5, 若 4,B 是 Z? 中 的 点 ,不 与 原点 O 共 线 , 则 点 0,4,B， 
А+ В 是 一 个 平行 四 边 形 的 四 个 顶点 ,这 个 平行 四 边 形 称 为 子 群 
<А ,B> 的 基本 平行 四 边 形 . 求 问题 1 一 3 中 每 个 子 群 的 基本 平 

行 四 边 形 的 面积 

6 ， 确 定 问题 1 一 3 中 的 子 群 的 陪 集 . 

7. т: (х,у) (х,у) + (a ,5b) 是 格 密 的 一 个 平移 ,其 中 
(a,b)e Z . 设 G 是 的 一 个 子 群 , 它 构 成 一 个 平行 四 边 形 格 . 当 
(а ,b)eG 时 , 称 + 是 G 的 一 个 平移 . 

确定 下 面 给 出 的 格 点 在 G 的 平移 之 下 所 有 可 能 的 像 

0) 给 定 的 格 点 在 G 内 . 

(1) 给 定 的 格 点 不 在 G 内 . 

$. ЖО,А, В, А+ВЯЖ <A,B> 的 一 个 基本 平行 四 边 形 
的 顶点 ,证 明 :Z2: 的 每 一 个 点 ,都 与 基本 平行 四 边 形 内 部 或 边 上 
的 某 个 格 点 属于 < 4 ,B> 的 同一 个 陪 集 . 

9. 由 (6,0) 和 (21 ,0 ) 所 生成 的 忆 的 子 群 是 什么 ? 

10.. 由 (20 ,10) 和 (30 .15 ) 所 生成 的 Z 的 子 群 是 什么 ? 

11, 18 到 的 一 个 子 群 是 循环 群 ,相应 格 点 的 几何 排列 是 什么 


12, 在 什么 条 件 下 ,由 (a ,bp) 和 (c,d) 生成 的 22 的 子 群 是 循 
环 群 ? 

13. 求 忆 :的 两 个 元 素 ,它们 所 生成 的 子 群 与 2 ,0),(4,4) 
和 (5 ,2 ) 所 生成 的 相同 . 

14. БСЖ ЮТ, (а ,b) 和 (c,d) 是 属于 G 且 不 与 (0， 
0 ) 共 线 的 元 素 ,而 且 在 С 的 所 有 这 样 的 元 素 中 ,这 两 个 点 到 0 ,0 ) 
的 距离 最 小 .证明 :由 (а ,b) 和 (c,d) 所 生成 的 群 是 G 的 子 群 ,而 
且 , 若 C 有 元 素 不 在 < (a ,5), (c,d)> 内 , 则 会 出 现 关于 G 中 
的 元 素 到 (0 .0 ) 的 距离 最 小 的 假设 相 矛 盾 的 结果 . 

15. 将 如 的 所 有 可 能 的 子 群 按 几何 形状 分 类 . 

16, I 表示 由 基本 平行 四 边 形 О, А, В, 4 +B 的 内 部 区 
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域 及 其 除 线 段 [4 A+B] 5 [В, А-В] 外 的 边界 所 组 成 的 区 域 . 
ДЕ <А,В> 的 所 有 平移 之 下 ,I 的 像 的 并 集 是 什么 ?其 中 
能 有 两 个 像 相交 了 吗 ? 

17 .参看 问题 8 ,证 明 <А ,8> 在 Z? 中 的 陪 集 的 个 数 等 于 
РЕП НИЖЕ П 的 定义 见 问题 16. 

18. 利用 坐标 求 出 图 9.4 中 在 一 个 正方 形 格 上 画 出 的 三 个 平 
行 四 边 形 的 面积 ,这 里 取 小 正方 形 作为 面积 单位 ,能 否 找 出 平行 
四 边 形 的 面积 与 它 的 半 闭 区 域 (定义 见 问 题 16 ) 中 的 格 点 数目 之 
间 的 关系 ? 


图 9.4 


19 .对 于 图 9 .1 一 9 .3 中 的 每 一 个 格 ,各 选 一 个 基本 平行 四 
边 形 ,把 左下 方 顶点 落 在 基本 平行 四 边 形 “ 中 的 那些 单位 正方 形 
涂 上 色 . 试 比较 涂 色 的 单位 正方 形 的 总 面积 与 区 域 的 面积 . 

20. 在 图 9 .5 一 9.7 的 每 一 个 格 中 , 选 定 了 基本 平行 四 边 形 ， 
并 且 标 出 了 最 小 顶点 在 它 的 区 域 中 的 那些 单位 正方 形 .用 几 体 方 
法 说 明 为 什么 这 些 正方 形 面积 之 和 等 于 平行 四 边 形 的 面积 (正方 


т 基本 平行 四 边 形 的 定义 按 问题 16 来 理解 ,下 同 
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99.5 图 9 .6 


形 的 最 小 顶点 是 指 两 个 坐标 都 最 小 的 顶 
点 .由 于 正方 形 的 边 与 坐标 轴 平 行 ,这 个 
定义 是 明确 的 . ) 

21. 设 О,А,В 67. 中 不 共 线 的 点 . 
按 问题 16 定义 贡 , 并 把 最 小 顶点 落 在 П 
中 的 正方 形 的 并 集 记 为 .为 了 避免 这 
些 正 方形 相交 ,我 们 把 每 个 正方 形 中 的 x 
坐标 与 》 坐标 都 是 最 大 值 的 顶点 所 在 的 
两 条 边 去 掉 . 

在 格 <4,B> 的 平移 之 下 , 的 任 
意 两 个 像 是 否 相交 ? 97 

К ЛЕ РУ ЕУЕН ЕУ РАО 

22 .用 上 题 的 记号 , тж <4 ,B> 的 一 个 平移 .为 什么 平 
面 区 域 


r()nzE 5 Inr (Х) 
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全 等 ,因而 面积 相同 ? 

对 于 所 有 可 能 的 平移 + ,所 有 形 如 r (П)Пх 的 区 域 的 并 集 
ХИТАБ У ? 

HFAA "Ї НЕЕ с, MAKAN Пт! (У ) 的 区 域 的 并 
集 为 什么 就 是 区 域 IIL ? 

证 明 П 与 三 有 相同 的 面积 . 

23. 证 明 平 行 四 边 形 0 ,4 ,下 ,4+ 互 的 面积 等 于 <4 ,В> 
在 72 中 的 陪 集 个 数 . (这 个 重要 定理 还 设 有 统一 的 名 称 ) . 

24. 格 <P ,8> 的 任何 两 个 (形状 可 能 不 同 的 ) 基 本 平行 四 
边 形 的 面积 是 否 一 定 相同 ? 

25. ERREA (х,у) |х+2у =0 (пой 5)) 是 ZZ: 的 子 群 .从 
数值 方面 考虑 ,确定 其 陪 集 个 数 .在 一 个 正方 形 格 上 画 出 这 个 子 群 . 
找 出 一 个 基本 平行 四 边 形 ,并 求 出 它 所 含 的 格 点 数 ,以 验证 你 的 
答案 

26. 证 明 集合 { (х,у)ах+ ру == 0 (шоди) Е 22 AFR. 

27 .有 到 的 下 述 子 集 各 有 多 少 陪 集 : 

G) {(х,у)|х+2у=0 (mod 10)}, 

(1) {(х,у)|2х+5у=0 (mod 10)}, 

Gii) { (к,у)|2х+бу==0 (той 10))? 

对 每 一 种 情况 ,通过 确定 一 个 面积 等 于 陪 集 个 数 的 基本 平行 
四 边 形 ,来 证 明 每 个 子 群 构成 一 个 平行 四 边 形 格 . 

28 .利用 孙子 定理 (问题 2 .18 ) 求 72 的 子 群 
{ б.у) | х+у == 0 (штоа3)}|[\{ (х,„у)|х+2у==0 (той 5)} 
的 基本 平行 四 边 形 面积 . 


二 维 的 Minkowski 定理 


首先 ,我 们 给 出 定理 中 用 到 的 开 . 凸 和 对 称 的 概念 . 
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29 .平面 上 的 开 域 是 指 这 样 的 一 个 区 域 , 它 含有 它 的 每 个 点 
的 一 个 圆 邻 域 .一 个 点 的 圆 邻 域 是 指 以 此 点 为 圆心 的 一 个 圆 的 内 


部 区 域 . 
平面 的 下 列子 集中 ,哪些 是 开 域 : 
G) 一 个 点 ， 
Gi) 一 条 线段 ， 


Gii) 圆 的 内 部 区 域 ,不 包括 圆周 ， 

(у) 圆 的 内 部 区 域 以 及 圆周 ， 

(у) Б { ху)! -1<х<1}, 

(уї)Х&{(х,у)|-1<х<1}, 

СЕЕ <х<--.—-у<у<-у}? 

30. 设 R 是 平面 上 的 开 域 ,面积 为 A ,含有 格 点 (0 ,0 ) , 且 沙 
在 正方 形 { (х,у) | -г<х <, суг Е МВ 
(х,у) (х,у)+ (a,b) ( 它 将 0,0) 上 映射 到 (a ,5 ))F ,R 的 像 用 
Ran RI .此 外 假设 R,,,， 与 Ri 没有 公共 点 ,除非 (а,Ь) 
= (c,d). 

G) 求 -- 个 包含 九 个 区 域 RR，,, (a ,b=0 ,1 ,一 1 ) 的 正方 形 . 

ü) 求 -一 个 包含 二 EAKR Ку (a,b=0, 土 1 , 土 2) 
的 正方 形 . 

(ii) 求 一 个 包含 n+ PAER Roa @ ,b=0, 土 1,…， 
土 n) 的 正方 形 . 

(У) В А<4”. 

(у) 证 明 9A< Q+2r). 

(мі) 证 明 25А< (4+2r):. 

(vii) 证 明 对 任意 的 下 整数 4 , 2л+1)'А< Qn+2r). 

(уш) 证 明 对 任意 的 正 整 数 ， 


1 

Г 3\2 

A< (| 1 ) 
"+ 
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Gx) 证 明 Ag1. 

к) 举 出 一 个 区 域 有 , 它 满 足 问题 中 的 条 件 ,而 且 A=1. 

以 下 四 个 问题 处 及 在 线性 变换 之 下 内 点 的 像 

31. 设 0<k<1,a 和 c 是 实数 ,证 明 ka+ (1-k)c 在 a 与 c 
之 间 . 

32 ， 对 任意 实数 上 ,证明 点 (ак+ (1—К)с,ЬК+ (1—К)а) 
5 (а,Ь), (c 4). 

33 .利用 问题 31 与 问题 32 证 明 : 

{k (а,Б)+ (l-k) (с.4)|0<К<1} 


是 连结 (a ,b ) 与 с ,d) 的 线段 . 

34 ,假设 在 平面 R? 的 线性 变换 下 ,4 -> 4 B-B’ ИЕН 
线段 [4 ,B] 被 映射 成 线段 [ 4B]. 

再 证 明 :在 平面 R: 的 线性 变换 下 , 若 三 角形 АВС 的 像 是 三 
角形 АВ 他 了 则 在 这 个 变换 下 4BC 的 内 部 区 域 被 映射 成 АВС’ 
的 内 部 区 域 . 

35 ,一 个 区 域 车 含有 连结 它 的 任何 两 个 点 的 线段 „ШК h 
域 .下 面 的 集合 中 ,哪些 是 凸 的 : 

0) 一 个 点 ， 

di) -一 条 线段 ， 

(1) 半圆 的 内 部 ， 

бу) 半圆 的 内 部 及 其 边界 ， 

(у) 半圆 的 边界 ， 

(vi) 月 牙 状 圆 形 的 内 部 ? 

36. 一 个 平面 区 域 ,如 果 它 的 任何 一 点 4 在 对 点 О 做 半 周 旋 
转 后 的 像 仍 在 这 个 区 域内 , 则 称 它 对 点 О 对 称 . 


а а aa a A 


是 否 存在 一 点 ,使 
G) 一 个 圆 ， 
i) 一 个 长 方形 ， 
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(ш) 一 个 等 边 三 角形 ， 

бу) 两 条 平行 直线 间 的 无 限 带 形 ， 
对 它 是 对 称 的 ? 

37. 举 出 英文 字母 为 例 ,使 得 它 

G) 是 四 的 且 对 某 -- 点 对 称 ， 

Gi) 是 凸 的 但 对 任何 点 都 不 对 称 ， 

Gii) 对 菜 一 点 对 称 但 不 是 是 的 ， 

у) 不 是 凸 的 且 对 任何 点 都 不 对 称 . 

38 . 设 R 是 对 点 О 对 称 的 平面 凸 区 域 ,t 是 将 О 变 到 4 的 平面 
平移 ,R, 是 RR 在 平移 t+ 下 的 像 . 设 R 与 R, 相交 且 PEeRn К, ,证 
Дт! РЕК. К От! PEX О 做 半 周 旋转 下 的 像 .通过 考察 
APT! (Р) ,Q ,t (QO) 为 顶点 的 平行 四 边 形 ,证 明 ОА 的 中 点 属 
于 R. 设 2R 是 区 域 R 以 0 为 中 心 放 大 二 倍 后 的 像 ,证 明 2R E 
含 4. 


39. ЖЕ ЖЖ (0,0) 对 称 的 凸 区 域 且 面 积 大 于 4 . -R 
ЖЕШ 0 ,0 ) 为 中 心 缩小 了 后 的 像 .证 明 : 

O 对 于 整 格 Z 的 基 个 平移 +， 有 与 (了 及) 相交 (М 
用 问题 30) ， 

Gi) ЭВАНА (0,0) 到 + (0 ,0 ) 的 线段 的 中 点 (利用 问题 


38). 
(1) КА 5 0 ,0) 不 同 的 格 点 . 
(Minkowski 定 理 ) . 
下 面 的 两 个 问题 是 一 维 Minkowski 定理 的 简单 但 有 用 的 推 
Г”. 
40. 考虑 平面 上 的 任 一 个 平行 四 边 形 格 , 它 的 每 一 个 基本 平 
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行 四 边 形 的 面积 是 4 .将 一 个 基本 平行 四 边 形 的 顶点 标 为 (0 ,0 ) ， 
(1,0), (1,1), 0,1) ,进而 按照 通常 定义 的 矢量 加 法 标 出 所 有 
的 格 点 . 设 丸 是 含有 点 © ,0) 的 面积 为 A 的 开 域 ,而 且 它 整个 地 
包含 在 以 x= 土 r,y= 土 /为 边 的 平行 四 边 形 中 , 它 在 把 (0 ,0 ) 变 
到 (а ,5 ) 的 平行 四 边 行 格 的 平移 下 的 像 是 R,,)， 了 又 设 Кү, 与 
К ,不 相交 ,除非 (a ,Б) = (c,d) .证 明 

G) A < Qr)4, 

(1) 9A< C+2r)24 ， 

(ш) 25A < (4+2г)?А, 

бу) 对 一 切 正 整 数 n, Qn+1 PA< Qn+2r)24， 


1 

T7 ү 

(у) «(1+ ) ; 
1 
п+-у 


进而 推出 A< 4. 

41, 对 于 基本 平行 四 边 形 面 积 为 4 的 任何 平行 四 边 形 格 ,证 明 : 
对 某 个 格 点 对 称 且 面积 大 于 44 的 凸 域 至 少 含有 两 个 格 点 . 

下 面 的 五 个 问题 ,利用 Minkowski 定理 给 出 了 关于 用 特殊 
的 二 次 型 表示 数 的 一 些 结果 的 不 同 的 证 明 . 

42. 在 通常 的 正方 形 格 上 ,确定 格 

L={ (х,у) |х-12у=0 (mod 29)} 

的 基本 平行 四 边 形 的 面积 . 

己 知 12 == – 1 (той 29) ,证 明 对 于 格 工 的 每 一 点 ,有 + у? 
三 0 (mod 29), 


证 明 在 加 му -了 29 内 除 原点 外 还 含有 工 中 的 一 个 点 ， 
证 明 存在 整数 x ,y ,使 得 2+ )у?°=29. 
43 . 设 p 是 素数 且 и 50 (modp) , 求 格 
Г={(х,у) х-уи= 0 (подр) 
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的 基本 平行 四 边 形 的 面积 . 
Ф: р=1 (той 4)Н = -1 (modp), 证 明 对 于 上 中 的 
每 一 点 Н! +у = 0 оа?) . 


ПЕВ x+y = $p 内 除 点 (0 ,0 ) 外 还 含有 工 中 的 一 个 


证 明 存在 整数 x ,y EB р. 
44， 设 4 与 5 都 不 等 于 零 ,证 明 线性 变换 


(х,у) (х,у) в в) 


将 圆 х +у=1 ВА 227 1 .证 明 这 个 椭圆 的 面积 是 
паб. 


45. 在 通常 的 正方 形 格 上 , 求 格 
={(х,у)|х—7у== 0 (той17)} 


的 基本 平行 四 边 形 的 面积 . 
БЯ 7? = 一 2 (mod 17) ,ИЕННх? + 2у? = 0 (mod 17) 对 
于 上 的 每 个 点 成 立 . 


证 明 在 椭圆 х? + 2y?= $V )17 内 , 除 原 点 外 ,还 含有 工 
的 一 个 点 .进而 推出 к , Е х?+2у°=17, 

46. 利用 问题 4 .42 ,验证 : 当 p= 1,3 (mod 8 ) 时 有 с^) 
= 1. 

Жр== 1,3 (шо48)Н и?==—2 modp) ,证 明 格 

{ (х,у)|х—иу==0 (шойр)} 
中 的 每 一 个 点 都 满足 х2 2у? =0 (modp). 
- 219 > 


证 明 在 椭 图 x*+ 2) (3 V2 РР , 除 原点 外 ,至 少 还 含有 
这 个 格 的 一 个 点 ,进而 推出 ,存在 整数 x ,J ,使 得 t=. 


由 此 至 本 章 结束 ,全 部 问题 的 目的 是 为 了 将 问题 1 一 46 的 结 
果 推 广 到 三 维 的 情形 . 


立方 体格 的 子 群 


47 .证 明 Z xZxZ РЯ 
{(x,y,2)|x=0 (тоа2)), 
{ (кх,у,2)|у==0 (mod3)}. 
以 及 
{ (х,у,2)|2==0 (mod 5) 
都 是 Z WEREMA FATRE, 
这 些 子 群 各 有 多 少 陪 集 ? 
48. 证 明 | (х,у ,z ) |15х+ 10у +62 == 0 (тоа 30) Ж 
47 Ф НОЕ . 求 这 个 子 群 的 指数 . 
若 按 通常 方法 用 L 的 元 素来 标 出 立方 体格 的 点 , 试 确定 这 个 
子 群 所 对 应 的 格 的 基本 平行 六 面体 . 
下 面 的 两 个 问题 给 出 了 平行 六 面体 的 体积 公式 .讨论 三 维 的 
么 模 变 换 以 及 求 ZL 的 子 群 的 指数 时 ,都 要 用 到 这 一 公式 . 
49. & O= (0,0,0),А= (1,2,2) B= (0 ,3 ,4) 是 立 
方 体格 的 点 , 求 O4 ‚ОВ 及 4B 的 长 ,并 证 明 角 АОВ ША 


14 ЦИА А ] — 
是 15 .由 此 证 明 三 角形 048B 的 面积 是 > V29 . 
50, 设 0= (0,0,0),А= (а, ,а, ,а;),В= (0,,b,,b,) 
1 设 xJ,zeEZ,Z=ZxZx2Z 是 所 有 的 点 (x у ,z) 组 成 的 集合 .一 一 RHH. 
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以 及 D= а +В a, +b, a, +b, EHER A ,证 明 角 АОВ 
的 余弦 是 
ар, +а6,+ ab, 
У atata?) 62+Ь2+2) ” 


由 此 推出 平行 四 边 形 04D8B 的 面积 是 


у (aby—ab) + (ab, — ab, Y + (ab, -ab F . 

记 E= (4.6, ab, ар — ab, ,ap 一 ob) ,利用 你 所 得 到 
的 关于 余弦 的 结果 证 明 ОЕ 垂直 于 ОА М 08 ,由 此 推出 :由 点 
C= (cc ,0; ) 到 平行 四 边 形 O4DB 的 垂直 距离 等 于 OC 乘 以 角 
СОЕ 的 余弦 . 

证 明 以 OA ,0B ,OC 为 楼 的 平行 六 面体 的 体积 等 于 

[с (ab, — а,Ь,)+ с, (ab-ab) +с, (ab,— а) |, 

即 是 行列 式 


的 绝对 值 . 
51. 设 线性 变换 


а а, а, 
eraen (a b, ь ) 


Ci с, C3 
将 Z3 满 射 到 自身 .通过 考虑 (1 ,0 ,0),(0,1,0),(0,0 ,1) 的 像 
和 原 像 ,证 明 
G) ao а, ,Ь, ‚Ь, ‚с ,C,,C; 都 是 整数 ， 
Gi) 所 给 出 的 3 x ЗЕНИТ: A 是 非 零 整数 ， 
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Gii) Бс; = bc, caca, а},-а,, l 


у А А 
be-be басар аб -ab 
А kd А kd kd 
Бс, caca ар, -аһ, 
А у А | А 
都 是 整数 ,以 及 
(у) 假定 


Б,с = 60 баз– са, a,b,- ab, 
Бус 6с ба дау аф, аһ, 


Бс, Бс caca афр, apb, 


的 行列 式 就 是 A? ,证 明 + 是 整数 ,从 而 推出 A= +1. 


52. 设 4 是 元 素 为 整数 的 3 x 3 矩阵 ,其 行列 式 为 土 1 ,证 明 
线性 变换 


(XxX,y ,2)-> (х,у,2)А 


E Z RAE Z. ХРЕН 2 RERE ,这 种 变换 称 为 么 模 变 
%. ИЕ 7—7 

下 面 的 十 四 个 问题 是 研究 Z 的 子 群 ,特别 是 有 限 指数 的 子 
群 . 

53. 如果 7 的 一 个 子 群 的 元 素 都 在 过 原点 的 一 个 平面 上 ， 
那么 与 它们 相对 应 的 点 可 能 有 怎样 的 几何 排列 ? 

54 ， 设 三 个 点 4 ,B,C 不 在 过 原点 的 平面 上 , 且 是 乙 的 了 群 C 
中 离 原点 距离 最 近 的 点 ,证 明 G= < А,В,С>. 

55, 如果 P 的 某 个 子 群 不 是 全 部 地 在 过 原点 的 平面 上 ,那么 
它 所 对 应 的 点 有 怎样 的 几何 排列 ? 
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56. 在 矢量 加 法 下 , 求 Z3 的 下 列 每 个 子 群 的 三 个 生成 元 : 

ü) {(,у,2)|х=0 (mod2)}, 

ü) {(,у,2)|у==0 (mod3)}, 

Gi) {(,у,2)|2=0 (той 5) }, 

бу) {(,у,2)|х=0 (той ?2) В у==0 (той 3)), 

(у) {(х,у,2) [3х+2у=0 (тойб) }, 

(у) {(К,у,=)|х==0 (mod 2),y =0 (mod3)， 

2=0 (то45)\, 

(уп) {(,у,2)|15х+10у+62=0 (той 30)}. 

57. ЖАА ,B,C 与 原点 О 不 共 面 , 则 以 0 ,4 ,B,C ,B+C， 
C+A4,4+B,4+B+C 为 顶点 的 平行 六 面体 , 称 为 Z 的 子 群 
<A .8 C> 的 基本 平行 六 而 

求 问 题 56 中 各 个 子 群 的 基本 平行 六 面体 的 体积 . 

58 .问题 56 中 ,天 的 那些 子 群 各 有 多 少 陪 集 ? 

59. 设 G 是 Z3 的 子 群 ,仿照 问题 7 定义 格 G 的 一 个 平移 ， 

60. 设 G 是 到 的 -个 子 群 , 旦 不 是 整个 地 在 一 个 平面 上 , 那 
么 ,到 的 每 - -个 点 ,是 否 必 与 指定 的 С 的 基本 平行 六 面体 内 的 某 
个 点 落 在 С 的 同一 个 陪 集 内 ? 

61. АП 表示 基本 平行 六 面体 0 ,4.,B,C,B+C,C+4， 
А+В,А+В+С 的 内 部 区 域 以 及 它 的 各 个 面 和 各 条 楼 ,但 不 包 
括 下 面 的 三 个 面 以 及 这 三 个 面 的 楼 : 

А,А+В,А+В+С,С+А, 

В,В+С,А+В+С,А-В, 

С С+А,А+В+С,В+С, 
那么 在 格 <4 ,B,C > 的 所 有 平移 之 下 ,II 的 像 的 并 集 是 什么 ? 
任意 的 两 个 像 是 否 相交 ? 

62 ， 对 于 问题 56 中 的 最 后 一 个 子 群 的 基本 平行 六 面体 ,计算 
Z° 在 (Бр 61 中 定义 的 ) П 内 的 格 点 数 . 

63. ЖА <А,В,С> 在 Zi 中 的 陪 集 个 数 等 于 (在 问题 
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61 Е ХНУ) П 中 的 格 点 数 ? 

64, БО,А.В,С Ж7 中 不 共 面 的 点 , П 按 问 题 61 定义 ， 
并 规定 区 域 上 是 最 小 项 点 在 П 中 的 那些 单位 立方 体 的 并 集 立 
方 体 的 最 小 项 点 是 指 三 个 坐标 都 是 最 小 的 点 ,这 个 定义 对 于 各 条 
棱 都 平行 于 坐标 轴 的 立方 体 来 说 是 明确 的 .为 了 避免 这 些 立 方 体 
相交 ,我 们 把 分 别 有 最 大 x ,最 大 ”和 最 大 z 的 那 三 个 面 从 这 些 立 
ИЕН. 

在 格 <4 ,B.C> 的 平移 二 下 ,VY 的 两 个 像 能 否 相交 ? 

空间 В? 中 的 点 ,是 否 都 落 在 上 经 过 格 的 -- 个 平 称 后 的 像 
中 ? 

65. 使 用 上 题 的 记号 ,并 设 t 是 格 <4 ,B,C> 的 一 个 平移 ， 
为 什么 空间 区 域 r (П)ПИБ ПП: (四 ) 全 等 ,因而 体积 相同 ? 

对 于 所 有 可 能 的 +, 全 体形 如 +t (Nn ) 个 的 区 域 的 并 集 为 什 
АЯ у? 

ЗЕ РРР ГНЕВ т, ЖЖ ПП Пс (VV) 的 区 域 的 并 集 为 什 
么 就 是 区 域 I? 

证 明 П 与 天 体积 相同 . 

66. 设 0,4,B8,C 不 共 面 ,证 明 平行 六 面体 0 ,4 ,有 ,C ， 
B+C,C+4,4+B,A+B+C HERET <A, B, C> EZ 
中 的 陪 集 个 数 . (这 个 重要 定理 还 没有 统一 的 名 称 ) . 


三 维 的 Minkowski 定理 


67 仿照 问题 29 ,定义 三 维 空间 的 开 域 .R; 的 下 述 子 集中 哪 
一 些 是 开 域 : 


0) 一 个 点 ， 
1) 一 条 线段 ， 
Gii) 一 个 圆 盘 ， 


(у) 一 个 球 的 内 部 ,但 不 包括 表面 ， 
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(у) 一 -个 球 的 内 部 及 表面 ， 
(м) 区 域 { (,у,:)| 一 1<x<1}， 
(уп) ÆR { (х,р.2) | -1<х«1), 


2. . 1 1 1 1 
(vii) 区 域 { (х,у,2) | - 5 <Х< -у ›—-у<У<-у, 


68. ЖЛЕ А 含有 点 (0 ,0 ,0 ) ,而 且 在 ZD 的 所 有 平移 下 , 它 
的 像 都 没有 交点 , 试 建立 与 问题 30 相 类 似 的 三 维 情形 下 的 结论 . 

69. 由 CX ,yp ,2)> (x, 一 上 ,一 2) 所 给 出 的 空间 映射 称 为 关 
于 (0 ,0 ,0) 的 反 演 .一 个 区 域 称 为 对 于 点 О 在 空间 中 对 称 , АЖ 
这 个 区 域 中 的 每 一 个 点 4 在 关于 点 О 的 反 演 下 的 像 也 属于 这 个 
区 域 . 

给 出 Ri 中 体积 不 为 零 的 下 述 各 类 型 区 域 的 例子 : 

0) ЖН T- -个 点 是 对 称 的 ， 

(1) 是 凸 的 ,但 关于 任意 点 都 不 对 称 ， 

ш) 关于 一 个 点 对 称 ,但 不 是 凸 的 ， 

(у) EPER ,又 关于 任意 点 都 不 对 称 . 

70. 氢 述 并 证 明 与 问题 38 类 似 的 关于 三 维 情形 下 的 结论 . 

71 ， 领 述 三 维 空间 中 与 Minkowski 定理 问题 39 ) 类 似 的 定理 . 

72 .仿照 问题 40 证 明 : 设 К 是 三 维 空间 中 的 开 区 域 , 它 含有 
点 (0 ,0 ,0), 而 且 对 干 Z? 中 的 任意 一 个 给 定 的 平行 六 面体 格 ,在 
这 个 格 的 平移 之 下 ,R 的 任何 两 个 像 都 不 相交 ,那么 的 体积 不 
大 于 基本 平行 六 面体 的 体积 . . 

73 .仿照 问题 41 证 明 :对 于 任何 平行 六 面体 格 , 若 它 的 基本 
平行 六 面体 的 体积 是 ,那么 关于 某 个 格 点 对 称 而 且 体 积 大 于 8F 
的 凸 域 中 至 少 有 两 个 格 点 . 
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关于 ах? + Бу? + с22= 0 的 Legendre 定理 


现在 ,我 们 来 详细 地 说 明证 明 Legendre 定理 的 技巧 ,这 就 是 
本 章 祭 下 部 分 的 内 容 . 
74. 设 y 三 z (той 3) ,证 明 15х?+ 14у? — 7127 ==0 (mod 3 ) . 
№ л == 2y (mod 5) ,证 明 15х` + 14у: – 7122 == 0 (той 5). 
进而 推出 : у = (1093) Н. с == 2y (той5 ), W 
15х2 + 14у: — 71у? == 0 (тоа 15). 

格 

{ (х,у) ly =z (то43)} л { (х,у 2) |2 = 2у (mod 5)} 


的 基本 平行 六 面体 的 体积 是 多 少 ? 
75. Уйх==т (тоа 7) „ЕН 15х?+ 14у?- 7122 = 0 (тоа 7). 
ił у==2х (mod 71) ,证明 15х?+ 14у? - 7127 ==0 (той 71). 
НЕ: x= (тоа 7) Ну=2х mod71) , 则 
15х2-+14у2— 712? ==0 (mod 497). 
格 
{ (х,у,2)[Х=2 (той7)}‹\{ Cy ,z) |y =2x (mod 71)) 
的 基本 平行 六 面体 的 体积 是 多 少 ? 
76, & х =y (той4) Ж у =0 (mod 2) ,证明 
152 + 1432-7122 =0 (mod 8 ). 
77. ж 
f(x,y,z) |у =z (тод3),2 = 2у (той 5), х = у (1067), 
у == 2х (той7), х =z (mod 4) ‚у=0 (той 2 ) 泊 基本 平行 六 和 面 
体 的 体积 是 多 少 ? 
证 明 这 个 格 的 点 都 满足 
152+ 14у?- 712 =0 (той 4-15 :14 -71). 
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78. Жа,Б,с-=0 ,证 明 线 性 变换 


a 0 0 
(х,у,2)-—= eva 0 b o) 
0 0 e 


把 球面 хо уос Т ЖШ 2+ + 2. =1 证明 这 


个 椭 球 的 体积 是 -3 nabe. 
79 ， 证 明 实 球 


15х2+ 14у2+ 7122<4 -15 -14 -71 
的 体积 是 


必 


rV4.14.71.4.15.71.4 .15 .14 


оь әј 


п:8 -15 -14 -71>8 (4 -15 -14 -71), 


80 .由 问题 73 与 问题 79 证 明 : 在 问题 77 的 格 中 ,存在 异 于 
原点 的 一 个 格 点 , 它 落 在 椭 球 15x + 14у? +712? =4 -15-14-71 
内 部 . 设 这 个 格 点 是 (х,у, ,2 ) , 证 明 


|15х2+ 14у2- 7122[< 4 415 14 71, 
进而 推出 


15х\2+14у2—7122=0. 
81 ， 存 在 整数 x ,y ,z ,使 得 | 


3х + 5y —237=0 H. рса (х,у,2)=1. 
х,у ,Zz ЕАН ЛУЧА , 几 个 奇数 ? 
82 .存在 整数 x ,y ,> ,使 得 


3x+5y:—627=0 H. gcd (x,y,2)=1. 
WEH x 与 了》 必 是 奇数 ,由 此 推出 = уг == 1 mod8) .并 证 
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ВЯ > 是 偶数 .此 外 ВЕНН x= + у (пой 4). 
83. 存在 整数 x ,y ,z ,使 得 
3х2 + 7у?-222=0 H. рса (x,y,2)=1. 
证 明 х?=у? =l (mod 8). 由 此 推出 z 是 奇数 且 x 尘土 y 
(mod 4). 
84. 设 x ,) ‚2 是 整数 ,使 得 
ах’ +Бу?+с22=0 (mod8), 
gcd (ах, ‚бу, ‚ст ,4аЬс)=1, 
其 中 是 偶数 ,证 明 
G) ах уђу 是 奇数 ， 
(1) #2 是 偶数 ШМа+р=0 (тоа8), 
(1) #72 жар ,Ша+Ь+с=0 mod8) . 
进而 推出 № x= у (mod 4) Н.2==2х (mod 2) , 则 
ах? + Бу + сг =0 (mod8) ， 
85 ， 设 整数 x, ,y, ‚2, 使 得 
ax? + Буг +c2=0 (mod p), 
其 中 p 是 整除 а 的 奇 素数 , 且 
gcd (ах, „Бу, ‚ст, ,4аЬс)=1, 
指出 如 何 求 / ,使 得 当 ， = /х nodp) 时 ， 
ах?-+ Бу + ст =0 (modp) 
成 立 . 
86. х,у ,z 使 得 
ax?’ +Буг+ сг? = 0 (тоа 4а6с), 
其 中 a ,b ,c 都 没有 平方 因子 ,两 两 互 素 ,而 且 ged (ах, ,by, ,cz ， 
4abc)=1 . 试 构造 一 个 格 ,其 基本 平行 六 面体 的 体积 是 | Дарс |, 
而 且 对 于 这 个 格 的 每 个 格 点 (x ,py ,z) ,有 
ax 十 b+c2:=0 (mod 4abc). 


[а |х + |р jy + [с |22<4 [арс | 
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的 体积 ,并 且 证 明 至 少 有 - -个 异 于 原点 的 格 点 是 在 椭 球 内 部 . 
证 明 
ax + by+cez=0 
存在 整数 解 . 
(Legendre 定理 ). 


A 


注 记 与 答案 


参考 书 见 书目 :Hardy 与 Wright (1980) ,第 三 章 . 
і. Вт ,2n ) .这 个 群 由 G ,0) 和 (0 ,2) 生 成 . 
2 .根据 矢量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 ,对 加 法 是 封闭 的 .平行 
四 边 形 格 的 每 个 元 素 都 是 m (1 , -2)+2 (1 ,3 ) 的 形式 . 
3 . 平行 四 边 形 格 的 每 一 个 点 都 是 m (2, -2) +1 (2,1) 的 
形式 . 
4. 根据 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 ,是 封闭 的 ,因为 它 关 于 两 个 
格 的 任 一 公共 点 是 对 称 的 ,所 以 含有 逆 元 素 ， 
5. 问题 1 ,6 ;问题 2 ,5 ;问题 3 ,6. 
6. 问题 1: G3m ,2n)+ (1,0), 
Gm,2n)+ (2,0), 
Gm,2n)+ (0,1), 
Gm,2n)+ (1,1), 
(Зт ,2п)+ (2,1), 
以 及 子 群 本 身 . 
问题 2 : ия, -2т+3")+(1,-1) 
(mm+n,—2m+3n)+ (1,0) 
(m+n,—2m+3n)+ (1,1) 
(т+п „—2т+3п)+ (1,2) 


以 及 子 群 本 身 . 
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问题 3: (2т+2п, -2т+п)+ (1 ,一 1)， 
(2т+2п, – 2т+п)+ 0,—-1), 
(2т+ 2и, –-т+п)+ (3,1), 
(2м +2п, –2т+п)+ (1,0), 
(2т+2п, –2т+п)+ (2,0), 
以 及 子 群 本 身 . 
7.0) C 的 平移 将 C 满 射 到 С. 
(п) 在 G 的 所 有 平移 之 下 ,一 个 点 的 所 有 的 像 构成 С 在 
Z 中 的 一 个 陪 集 
8 ， 有 2 的 每 个 格 点 都 是 在 格 <А,В> 的 某 个 平行 四 边 形 的 内 
部 或 边 上 ;但 这 个 平行 四 边 形 是 平行 四 边 形 O,4,8 ,4+8B 在 
<А,В> 的 一 个 平移 之 下 的 像 ,所 以 原来 的 格 点 在 0 ,4 ,8B， 
A+B 中 有 一 个 原 像 ,从 而 与 它 属 于 同一 个 陪 集 . 
9. (31,0). 
10. (10л.5л). 
11 ， 所 有 格 点 都 在 过 原点 的 一 条 直线 上 . 
12, (0,0), ,人 ,b),(c,d) 这 子 点 共 线 . 
13 .利用 正方 形 格 纸 找 出 离 0 ,0) 最 近 的 生成 元 .点 (0,0), 
(1,2), (一 1 ,2) 中 的 任意 两 个 . 
14. 显然 , (a ,b ) 和 (c,d) 生成 -个 平行 四 边 形 格 . 若 G 有 一 
点 不 在 这 个 格 上 ,那么 由 这 个 格 的 某 个 平移 就 得 到 G 的 一 个 点 ， 
它 在 三 角形 (0,0), (а,Ь), (c,d) 的 内 部 ,或 是 在 三 角形 0,0), 
(4 ,~5),(-c, 一 4) 的 内 部 ,在 任何 一 种 情况 ,G 都 含有 一 个 
kk (a b) c ,qd) 更 靠近 (0 ,0 ) 的 点 . 
15 .或 者 是 . -个 点 ,或 者 是 共 线 的 一 些 点 (一 个 生成 元 ) ,或 
者 是 一 个 平行 四 边 形 格 (两 个 生成 元 ). 
16. 全 平面 . 若 П 的 两 个 像 相交 , 则 必 重 合 . 
17 .因为 不 存在 将 N 的 一 个 格 点 上 映 到 另 一 个 格 点 的 <А, 
B> 的 平移 ,所 以 I 的 每 个 格 点 属于 <А. B> 的 不 同 陪 集 .在 


. 230: 


<А,В> 的 平移 之 下 ,Z? 的 每 一 个 点 都 可 以 映射 到 II 中 的 一 个 
格 点 ,所 以 <4 ,8> 的 每 个 陪 集 在 II 中 有 一 个 代表 元 素 ， 
18 .根据 问题 8 .5 ,这 些 面积 分 别 等 于 矩阵 
1 一 ! 1 1 | 4 2 ) 
(| ) (› ‚). 1 3 
的 行列 式 , 即 2 ,3 ,10 . 

面积 等 于 其 中 ( 按 问题 16 的 规定 ) 的 格 点 数目 .Pick 定理 
(ЖН .5.М .Coxeter, 的 书 :Introduction to geometry ,Wiley 
1969 ) 证 明了 这 一 联系 ,但 我 们 在 问题 19 一 23 中 则 给 出 了 一 个 
更 一 般 的 论证 , 它 可 推广 到 三 维 或 高 维 的 情形 . 

19. 在 每 一 种 情形 , 涂 了 色 的 单位 正方 形 的 面积 之 和 等 于 平 
行 四 边 形 的 面积 . 

20 .利用 格 的 平移 可 以 使 得 这 些 正方 形 在 平行 四 边 形 外 的 互 
不 相交 部 分 与 平行 四 边 形 的 未 被 覆盖 部 分 一 一 对 应 . 

21. > 的 任何 两 个 不 同 的 像 不 相交 ,因为 平面 的 每 个 点 属于 
一 个 单位 正方 形 ,而 每 个 单位 正方 形 是 三 中 某 个 单位 正方 形 在 
格 的 平移 之 下 的 像 ,所 以 整个 平面 被 三 在 格 的 所 有 平移 之 下 的 
像 所 覆盖 . 

22. «ЖП Пт! ) 满 射 到 r П)сх ,所 以 这 两 个 区 域 
全 等 .1 (TI) 人 Nn 的 点 都 在 二 内 ,所 有 < (TI ) 的 集合 覆盖 全 平 
面 ,因而 所 有 t+ (IT) 个 二 的 集合 覆盖 整个 п пт. (У ) 的 点 
ИЕП Л.Л т^! (5 ) 的 集合 覆盖 全 平面 ,因而 所 有 П От С) 
的 集合 覆盖 整个 I . 

23 ， 陪 集 的 个 数 = 基本 平行 四 边 形 中 的 格 点 数 

= 最 小 顶点 是 这 区 域 中 格 点 的 单位 正方 形 个 数 
= 这 些 单位 正方 形 的 面积 之 和 
= 平行 四 边 形 面积 . 
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24. 十 的 ,因为 陪 集 个 数 是 子 群 的 固有 性 质 ,而 不 是 所 选取 的 
生成 元 的 固有 性 质 . 
25 ， 陪 集 是 х+2у=0 (тоа 5), 


х+2у=:1 (тоа 5). 
х+2у=:2 (тоа 5). 
х+2у= 3 (тоа 5). 
以 及 х+2у=' 4 (той 5). 


26. Жах+ђу== 0 (той л) Н ах +Бу’=0 (modna), 
Ша (х+х') +р чу ')=0 (mod n), MALTER ЕИ 
№). Ха (- х) +6 (-у)=0 (mod n) ,所 以 它 含 有 每 个 元 素 

27. G) 10 ,例如 ,一 1) 和 (2,4). 

(и) 10 ,例如 (5,0) 和 (0,2). 
(ш) 5 ,例如 (2 ,1) 和 (5 ,0). 
28. 因为 gcd G .5)= 1 .所 以 对 于 每 个 * ,存在 唯 -的 y mod 
15) ,使 得 
х+у= 0 (mod3) 
В. 
х+2у=0 (тоа 5), 
这 个 群 ,例如 ,可 以 是 由 (4,2) 和 C1,13 ) 生 成 :面积 是 15 . 

29. (1),(v), (уп). 

30. G) |х| |< "+1. 

(и) ху < r+2. 

(п) |х|,|у[<к+п, 

(у)— (уп) 区 域 面积 不 超过 它 所 在 的 正方 形 面积 . 
(уш) 将 (vii) 中 的 不 等 式 两 边 除 以 2" +1)? FRR. 
üx) 在 (Vv 十) 中 令 n 一 0. 


1 
к) А. 
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31. Жа>с, И а-с>0. 
由 1>А>0 
得 出 а-с>К(а-с)>0, 
从 而 а>К (а—с)+с>с, 
或 a>ka+ (1-К)е>с. 

Ф: е>а, И 1>1- > О 可 以 类 似 地 证 明 . 

32. (аК+(1—К)с,ЬК+ (1l-k)a) 

= (c,d)+k(u-c,b—d). 

连结 原点 与 (4 一 c ,b 一 d) 的 线段 平行 于 连结 (a ,6b ) 与 (c ,q) 
的 线段 ,所 以 所 说 的 点 落 在 过 (c ,qd) 与 (a ,。 ) 的 直线 上 . 

33. 由 问题 32 知 ,这 个 集合 中 的 每 一 个 点 都 在 连结 (a ,5 ) 与 
(с ,dg) 的 直线 上 ;由 问题 31 知 ,每 个 点 都 在 连结 这 两 点 的 线段 上 ， 
而 且 按 1 一 大 :大 的 比例 把 这 两 点 分 开 . 

34. 设 在 平面 的 线性 变换 下 , (a ,b)-> (а,Ь), (с4)—> Cd); 

则 

k (а,Ь)+@0—Е) с,а) К @а,Б)’+а-Е)(,а)’, 


所 以 ,线段 被 映射 成 线段 .因此 ,三 角形 的 边 被 映射 成 三 角形 的 边 , 
而 每 个 内 点 是 在 连结 边 上 的 两 点 的 线段 上 . 

35. 除 (v ) 与 Ci) 外 都 是 . 

36 .人 .6) :只 有 一 个 点 ; Gi) :这 种 点 不 存在 ; (iv ) :有 许 
ZA. 

37, а): ОВ. G): DAAR., 人 i):H 的 全 部 线段 . 
üv): L 的 全 部 线段 ， 

38. РЕК, т! (Р)єт !(К,)= К, 

K R X РОХ, ОСКЕН т (О) єк, От! (Р)О 
中 的 点 ,而 4 是 Pr (0 ) 的 中 点 ,所 以 ОА 的 中 点 是 平行 四 边 形 
的 中 心 .但 了 ,Oe R ,而 且 R 是 上古 的 ,所 以 PO 的 中 点 属于 R, 它 
也 是 ОА 的 中 点 . 
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39. @ 车子 不 与 任何 一 个 + (了 R) 相交 ， 则 由 问题 
30 得 到 ，- R 的 面积 不 大 于 1 
G) 因为 村 Кут ( 方 R) 相 交 ,由 问题 38 知道 (0,0) 与 


т (0 ,0 ) 的 中 点 在 КМ. 
Gii) 因此 + 0.0) R. 
40 ， 证 明 与 问题 30 的 证 明 是 类 似 的 . 
41. 设 尺 是 关于 一 个 格 点 对 称 且 面积 大 于 44 的 凸 区 域 .这 


时 村 有 的 面积 大 于 А ,所 以 ,由 问题 40 知道 , 它 必 与 它 自己 在 
格 的 某 个 平移 之 下 的 像 相交 .由 问题 38 的 论证 知道 ,连结 -R 的 
中 心 与 它 在 这 个 格 平移 下 的 像 的 中 心 的 线段 的 中 点 属于 К. 
因此 ‚К 含有 它 自 己 在 格 的 这 个 平移 之 下 的 像 的 中 心 


42 ， 面 积 是 29 . 
#1 х==12у (mod 29), 则 х2 + у? == 122у + у? = 0 (той 29). 


Шире 他 .29 是 本 的 ,关于 0,0), ЕН. 


29 >4 -29 故 由 问题 41 知 , 它 含有 这 个 给 定 的 格 的 异 于 (0 ,0 ) 的 点 . 设 


ЖА (a,b) Дет = 0 (mod29) Нат < -3--29 


<2-29, МЫ а?+5=29. 
43 .面积 是 p. 
х?+ у? == рш? у? == у! (и?+ 1)== 0 (modp). 
A мну = Фр 是 凸 的 ,关于 (0 ,0) 对 称 , 它 的 面积 为 


л: $p > 4p , 故 由 问题 41 知 , 它 含有 这 个 给 定 的 格 的 异 于 0 ,0 ) 
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的 点 . 设 这 点 是 (а В) аг Б 0 (mod p), +62 $7 
< 2 ,所 以 q+ 如 =p .这 是 下 述 结论 的 另 一 个 证 明 :每 一 个 间 余 
于 1 (mod 4) 的 素数 p 可 表示 为 一 平方 之 和 ,这 个 证 明 与 第 坟 章 
无 关 

44 ， 当 且 仅 当 (ax by ) 在 曲线 + ТЫ, (ху) 
曲线 хоу 1 上 .在 平面 的 线性 变换 下 ,面积 要 乘 以 相应 矩阵 的 


行列 式 . 见 问题 8 .3 与 问题 8 .5 . 
45. 面积 是 17 . 


х? + 2у?% == 49у + 722 大和 人 = 三 0 (тоа 17). 

НЫ e+ 2 = (人 V7 ITEMEK F (0 ,0) 对 称 ， 
CHERE n .了 .17>4 .17 .所 以 .由 问题 41 知 , 它 含有 这 个 
给 定 的 格 的 异 于 (0 ,0 ) 的 点 . 设 这 个 点 是 (4 ,65) , 则 a2+2 二 
0 (mod 17) 19а +252 < (9/2) <2 -17 , PALA a+ 2H 


=. 
46. НР. 


L+H == и? +22 = (и’+2)у?=0 (тор). 
这 个 精 贺 是 止 的 ,中 心 在 原点 ,面积 为 x .SP > 4p .由 问题 41 
知 , 它 含有 这 个 给 定 的 格 的 异 于 (0 ,0 ) 的 点 ESX (a,b), N 
а +20? =0 (modp) АН а?+ 26 < ЕЖ )р < 2р ,所 以 
а +28 =p , 
47 .每 个 集合 都 是 封闭 的 ,并且 含有 ”元 素 的 逆 元 素 
235. 


陪 集 个 数 分 别 为 2,3.5. 

48. x 三 0 (тоа2) № y=0 (mod 3) <= 3x+27 =0 
(тоа 6); 3х+2у==0 (то@6)№2==0 (той 5 ) <=> 5 (3х 
+2у)+62==0 (той 30) .这 个 子 群 有 30 个 陪 集 .以 平面 x=0 ， 
2 ;y=0 ,3 ;z=0 ,5 为 界 的 长 方 体 . 

49. ОА = PHPH? =3 ， 


08=V0+3+4 =5, 


АВ= 1+ 8-24 (4-2) =V6 > 
АВ= ОА? + ОВ?-2`-ОА-ОВ -cos АОВ, 


所 以 


6=9+25—2-5-3-созАОВ, cos40B= + | 


5-04 .08 .sin40B 


| 4 \2 
= 03.5 р 
гоу) 


1 
эу 225-196 = 5 v29 


三 角形 АОВ 的 面积 


— 


— 


Ш 


50 .由 余弦 公式 ,cos4OB= 5 

平行 四 边 形 面积 ОА - ОВ -sinAOB , 

当 cos 40B=0 或 aibi+ab;+ab;=0 时 ,04 垂直 于 08. 

平行 六 面体 体积 = ОАРВ 的 面积 C 到 这 个 平面 的 垂直 距 
№. 

51. @) (1,0,0)#@ Ж (аа, ,ah) ,等 等 ,所 以 矩阵 的 元 

Gi) 由 6) 知道 A 是 整数 . 若 A=0, 则 (a, a,i), È 六， 


236 > 


b), (сс, ,6;) 与 原点 共 面 ,那么 这 个 变换 不 能 将 Z 满 射 到 自身 . 
Gii) 此 处 的 三 个 三 元 数组 分 别 给 出 了 上 映 到 (1,0,0). (0. 
1,0), ，(@ ,0 ,1) 的 点 的 坐标 ， 
Gv) 由 (1,0,0), (0,1,0) 及 (0,0,1) 的 原 像 所 构成 的 算 


阵 的 行列 式 是 -Ar = -人 .因为 这 个 矩阵 的 元 素 都 是 整数 ,所 
以 元 是 整数 .但 若 A 与 都 是 整数 , 则 必 是 A= +1. 

52 ， 因 为 4 的 元 素 是 整数 ,所 以 这 个 变换 将 72 内 射 到 7.18 
为 4 的 行列 式 等 于 土 1 ,所 以 (1 ,0 ,0), (0 ,1,0) 及 0 ,0 ,1) 的 原 
BEEZ 中 的 点 AE,Z 上 的 这 个 映射 是 一 一 对 应 的 , 且 将 7? 
ЖАН. 

53 ， 它 们 或 者 是 都 在 过 原点 的 -一 条 直线 上 ,或 者 是 构成 -个 
平行 四 边 形 格 ， 

54 ， 与 问题 14 的 论证 类 似 ， 

55 ， 一 个 平行 六 面体 格 ， 

56. G) 0,0,0). 0,1,0), 0,0,1). 

@) (1,0,0). (0,3,0), (0,0,1). 
(ш) 1,0,0), (0,1,0), (0,0,5), 
(у) (2,0,0), (0,3,0), (0,0,1). 
(у) W (у). 
(м) 0,0,0), 0,3,0), © 0,5). 
Gii) (и). 

57. @)2; @)3; (1) 5 ; (у) (У) 6; (vi) 和 (vii) 30. 

58 ， 与 问题 57 答案 相同 ， 

39. 当 人 ,cjeC 时 ,CC ,2)—> (х,у ,2)+ (а ‚Ь ‚с)&С 
的 一 个 平移 ， 

60 ， 每 个 点 都 在 这 个 格 的 某 个 平行 六 面体 中 ,所 以 可 以 用 格 
的 -一 个 平移 将 它 映射 成 基本 平行 六 面体 中 的 一 点 ， 

61 .整个 三 维 空间 . 若 两 个 像 相交 „ШАША. 


62. x=0,1:y7=0,1,2;z=0,1,2,3,4. 共 30 个 点 ， 
63. Ба 17 的 论证 相似 . 
64. 若 两 个 像 相 交 , 则 必 重 合 .是 的 . 
65. т IAT (И) ЖЕ т (ППУ. 
所 有 + (п ) 的 集合 填 满 空间 . 
ВВ т^! (人 ) 的 集合 填 满 空间 . 
66. <А,В,С> 的 陪 集 个 数 

= 基本 区 域 中 的 格 点 数 

= 最 小 硕 点 在 基本 区 域 中 的 单位 立方 体 个 数 
这 些 单位 立方 体 的 体积 之 和 

= 平行 六 面体 的 体积 . 

67, 三 维 空间 的 开 域 是 这 样 一 个 区 域 , 它 含 有 它 的 每 个 点 的 
一 个 球 邻 域 . 

(iv ) , (vi) 和 (viii). 

68. 若 三 维 空间 的 开 域 R 的 体积 是 了 ,含有 点 (0 ,0 ,0 ) ,并 
HEE Z; 的 平移 之 下 的 像 都 不 相交 , 则 当 А 是 在 立方 体 |x|， 
у < АВИТ. 

69. (1) 2; (1) 半球 ап) 一 对 半径 相等 并 且 相 切 的 球 ; 
(у) 一 对 半径 不 同 但 相 切 的 球 . 

70. 设 丸 是 空间 中 的 凸 区 域 ,关于 点 O 对 称 ,并 且 与 它 在 把 
O 变 为 4 的 平移 之 下 的 像 相 交 ,那么 ,将 R 以 点 О 为 中 心 放 大 二 
倍 后 就 包含 4 . 

71. 设 丸 是 空间 中 的 凸 区 域 ,关于 点 © ,0 ,0 ) 对 称 ,并 且 体 
积 大 于 8 ,那么 ,R 含 有 ZZ 的 -个 不 同 于 (0 ,0 ,0) 的 格 点 , 

74. 15х?+ 14y 712° = 14у?—712? (той 3), 

ПР у == г (тоа 3), И 14-717 = – 5722 ==0 (той 3). 
15x + 14у2- 7122 = 14у?— 712° (mod 5), 

#2 == 2y (тоа 5) ‚И 147-717 = 14у?- 284у? = – 270? 

=0 (той 5), 


Ш 
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体积 是 15 . 

75. 15х+ 14у?- 712° =15x -717 (mod7), 

再 若 x=z (той 7), № 152-717 == — 562? = 0 (mod 7 ) . 
15х? + 14у?- 7122 = 15х°+14у* (mod 71), 
再 车 y=2x (mod 71), 15х? + 14у2==71х2==0 (mod 71). 

体积 是 497 . 

76. y=0 (той 2)у2==0 (поа4)-14у?=0 (nod8) 

15х2— 7122 = 7х?- 722 == (х2) (х+2) (mod 8). 

#1 x 三 2 (mod 4), Ш x-z: 有 因数 4, 从 而 x 与 z 同 为 奇 
数 或 偶数 .所 以 х+ 2 НЕ 2, Рх (х-:) (х+2)=0 (поа 8). 

77. 3-5-7-71-4-2=4-15-14-71, 

78 ,与 问题 44 ЖІ. 

80. Ж |15х2+ 14у?- 7122 | <k H 15х74 14у — 7122 == 
0 тов к), И 15х,2+ 14у: 7122=0. 

因为 рса (х,у ,z)=1 ,所 以 Я 
к н, 则 三 个 都 是 偶数 ,所 以 至 多 一 个 是 偶数 . 若 x,? 是 
奇数 , 则 3x? 与 Sy 都 是 奇数 ,所 以 Зх + 5° В, 因而 = 必 是 
偶数 .三 个 数 不 能 都 是 奇数 .只 有 一 个 是 偶数 . 

82. 若 x 是 偶数 , 则 5 = 622 — 3х2 是 偶数 ,从 而 上 是 偶数 ， 
于 是 3x?+ 5у 有 因数 4 ,所 以 > 是 偶数 ,这 与 gcd (x ,了 ,z)= 工 了 矛 
盾 .对 于 了 可 同样 讨论 ,所 以 x ,y 都 是 奇数 , 苦 x=27+1 х= 
4н? + 4п + 1=4п и+1)+1 .但 4 与 n+1 中 有 一 个 是 偶数 ,所 以 
х? = 1 (mod 8). Wit 3+5? =0 (mod 8), M й 6222 = 
0 (тоа 8) ,3122==0 (mod 4) .于 是 ,z 是 偶数 . 

对 于 任何 两 个 奇数 Y, ИЖ х = у mod 4). 

83 .与 问题 82 类 似 ,可 以 证 明 x 与 y 都 是 奇数 ,因此 х ==? 
=] (mod 8). 

于 是 222 =3+7 (mod 8), Е 22 = 1 (той 8),z 是 奇 


= 
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与 问题 82 类 似 „ЕЯ х = +у (той 4). 

84. G) 因为 gcd ах, „бу ,cz ,4abc)=1 , PRELATE ах, „Бу, 
中 至 多 有 一 个 偶数 .者 ах, 是 偶数 , 则 ах, 也 是 偶数 .因此 ру: 
= —ст?— ax? (той 8 ) я 4 by? 是 偶数 ,所 以 Бу, 也 是 偶数 ， 

(1) Жах 是 奇数 , 则 х, 是 奇数 А == у? == 1 (тоа 
8). ах? + by +ez =а+6+с:?=0 (mod 8). НИ, # 
2, 是 偶数 , 则 a+b 三 0 (mod 8). 

Gi) #2 是 奇数 , 则 z? 二 1 (тоа 8), 于 是 a+b+c 二 
0 (1048). 

Ф х==у==0 (mod 4), 则 :是 偶数 ,并 且 ax by VAR с? 
都 同 余 于 0 (mod 8). 

Ex=y= 2 (mod 4) Hz ЖЖ ‚Шах? + Бу? + с? к= 4а 
+46 =0 (mod 8). 

#1 х=у==2 (mod 4) Hz 是 奇数 , 则 ах + by + сг = 
4a+4b+4c=0 (тоа 8), 

фо х =у=+1 (mod 4) H. z 是 偶数 Шах + у? + сг 
= а+р = 0) (mod 8). 

Ф х=у= +1 (mod 4) 且 z, 是 奇数 , 则 ах +ру+ сг: 
= а+Ь+с=0 (mod 8). 

85. A pla, МЫ Буг +с2?=0 (modp) .如 果 这 两 项 
中 有 一 项 有 因数 p ,那么 另 一 项 也 有 因数 p ,但 这 就 与 gcd (ах, , 
by, ‚с, ,4аЬе )=1 矛盾 .因为 z 没有 因数 p ,所 以 存在 整数 ,使 
得 kz =1 (подр). ЖЖ /= ук. 

86. 对 于 4abc 的 每 个 素 因数 ,对 应 着 -一 个 格 ;这 些 格 的 交集 ， 
就 是 所 求 的 格 . 

对 于 a ,b 或 c 的 每 个 奇 素 因数 p ,按照 注 记 85 那样 构造 - -个 
№№ у= 12 (mod p) , 2 ==/х, 8 х = iz (тодр). НУ) ах, ‚Бу, 
с 中 恰好 有 一 个 偶数 ,所 以 a ,b,c 中 至 多 有 一 个 偶数 。 设 c 是 偶 
数 , 则 问题 84 已 指出 怎样 去 构造 所 需要 的 指数 为 8 的 格 , 若 a ,b， 
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с 都 是 奇数 , 则 z 是 偶数 ,于 是 a+5b =0 (той 4) ,那么 我 们 可 
ВН х=у (той 2) 1: = 0 (mod 2) 所 确定 的 指数 为 4 的 格 . 
本 球 的 体积 是 -了 .8 аве > 8 -414abc ,而 根据 问题 73 , 它 含有 
蜡 于 原点 的 格 点 ， 这 个 点 满足 ах р? +22 == 0) (mod 4арс) 
以 及 Jax + ру? + сг? |< 4 | арс |, ах + Бу + с22= 0. 

此 处 所 证 明 的 结论 不 同 于 最 常见 的 Legendre 定理 的 形式 . 
Nagell (1964 年 ) 给 出 了 三 种 形式 .L .J. Могае 在 Journal of 
Number Theory (1969 ) 第 一 卷 中 给 出 了 下 述 命 题 的 一 个 篇 单 的 
ПЕНА :车 ах? + Бу+с2=0 有 解 , 则 它 有 一 个 解 满足 条 件 |x |< 
Мер Г < Уса ,12l< Viabl. 


历史 注 记 


第 一 次 利用 格 来 得 到 数论 结果 ,是 F .M G „Eisenstein 在 
1844 年 所 作出 的 贡献 ,他 证 明了 二 次 互 反 律 ( 即 我 们 在 第 四 章 中 
所 采用 的 证 明 ) .但 是 ,使 几何 发 展 成 为 今天 这 样 强 有 力 工具 的 ， 
却 是 H „Minkowski ,他 的 定理 首次 发 表 于 1891 年 ,我 们 讨论 了 
它 的 最 简单 的 形式 . 

1785 年 ,A .М .Legendre 证 明 , 若 а,Ь с 两 两 互 素 ,都 不 等 于 
零 ,也 都 不 被 平方 数 整除 ,那么 ax?+ b+c22=0 有 不 全 为 零 的 
整数 解 的 充 要 条 件 ,是 -bc ,一 ac 以 及 ~ab 591 a,b AK с 
的 二 次 剩余 ,而 且 а ,2 ,c 的 正 负 号 不 全 相同 . 数 的 几何 对 二 次 型 
的 应 用 ,是 由 Eisenstein 提出 ,Minkowski 所 发 展 的 . 
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本 章 和 下 一 章 都 要 用 到 袖珍 计算 器 . 


无 理 平方 根 


、 6 а _ ‚- 2b-a _ 
1, 设 a 和 4b 是 正 实数 且 万 =V2 ,证 明 2р2 及 
b> b-a>0, 


用 Fermat ЖЕНЯ а 和 5 不 能 都 是 整数 . 


2. 设 a 与 5 是 下 实数 有 =/7 ,证 明 а = V7 及 


b>a~2b>0 .进而 推出 a 和 4 不 能 都 是 整数 . 


З. 仿照 问题 1 和 问题 2 中 的 构造 方法 ,证 明 \ 57 不 是 有 理 数 ， 


4 ， 求 整数 a ,b ,c ,qd ,使 得 地 3. 


5. р, №, ,p;，… 是 由 全 体 不 同 的 素数 组 成 的 数列 ,证 明 每 
个 非 零 有 理 数 都 可 表示 成 pope … р," ү п &ЖЛ В ЖЖ, 
ЖА а, ,... а, 唯一 地 确定 . 

6. = рир," -p А r ВХ ИЗНЕ 
怎样 的 ? 

7. 2,3,5 ,6 能 是 有 理 数 的 平方 吗 ? 
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шй 性 


连 分 数 的 概念 起 源 于 寻求 无 理 平方 根 的 有 理 数 逼 近 的 尝试 . 


5， 证 明 V3 =1+ т ВЯ 


OSENG tT 
2 2+ 一 一 一 一 
1+2 
9 .通常 , 数 
1 L+ 1+- L 1+ L 
2+5 2+ i 
2+ —- 
1+ L 
24 = — 
2+ 一 
2+5 
也 写成 
1 1 1 1 1 1 
1 1+-у› +5 2 5 2+ 2 
1 1 1 
У эү зү 5 


或 者 
[1],[1,2],[1,2,2],[1,2,2,2],[1,2,2,2,2]. 
O 将 这 五 个 数 都 写成 整数 的 商 . 
@) 设 广 与 六 是 人 中 相 邻 的 两 项 , 求 四 种 可 能 出 现 的 
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ad— bre. 
ш) 用 计算 器 把 这 五 个 数 表 示 成 十 进位 小 数 ,观察 这 个 数 
列 是 增加 的 ,减少 的 ,还 是 振荡 的 ,以 及 它 是 否 好 像 是 在 逼近 /2 ? 
10 ， 对 于 实数 а, ,a, ,a, ,… ‚а, ,用 [ae ,a, ,… ,a,] 表示 简单 
ЖЖ 


| a, + — 
通常 要 求 w>1 (i>2). 把 
1 
0, 1,21, 1,2451. ,2 1.1.2.31 1,2, 3+5, 


11,2,3,2.01.2.3,41,11.2.3,4+ È], [1,2,3,4,u] 


写成 商 的 形式 . 
设 + > 是 数列 [1 , [1,2], [1,2,31,[1,2,3,4], 


[1 ,2 ,3 ,4 ,5] 中 的 相 邻 两 项 , 求 四 种 可 能 情形 中 的 ad 一 ac . 
И. #[1,2,3,.,9.10}= Н [1,2,3,...,9,10,11] 
= = ,利用 问题 10 , 试 猜测 [1 ,2 ,3 ,… ,9 ,10 ,11 ,x] 之 值 . 


12. 0 pi=1,p,=3,p,=np,.1+p,., (1>3), 
4=1.9,=2,4,=п4,1+9,-; (п>3), 


验证 
[1,2,2] = 222121. | [1,2,3,х] = 222122. 
х4,+ 4, хду+ 4, 
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并 用 归纳 法 证 明 


[1,2 ,3 -1,x] = 区 Pa 
Xaa- + 4,_> 


13. i р, =а, ‚р„=аа,+1.р„=ар„_,+р,„.› и>3), 
q=! „Фа. ф„==а„ф„- + Ч„-› (1>3), 


验证 
-Mtp д = PtP, 
[ a, ,a,,X] хад ` [а, ‚а, ,а,,х] ха, +q, 
用 归纳 法 证 明 


Хр„-,+Рр„-; 
= 
[а а, dy >X] 全 一 


Xå,- +4„-› 


并 推导 [a ,а,,... а] = Р, 


эң 


14 .使 用 上 题 的 记号 ,车 a, ,a, ,… а, 是 正 整数 ， 2 
必 为 有 理 数 ? 
15 .使 用 问题 13 的 记号 . 
G) 证 明 忆 9 一 Pig,= 一 Ф,-4,-›-Р,-54,-1); 
Gi) Жр, –219, 218; 
бш) 推导 pq, 1-p, 19,= (1). 


16 ， 设 a ,m,n ,u,v 是 正 实数 且 < Е ,证 明 


т ат+и и 
п ап+ь v 

m т+аи и 

п п+ар v 
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жб 


17. 使 用 问题 13 的 记号 ,数列 


р PP 


4 9, | Я, 
的 每 一 项 是 否 介 和 于 它 前 面 的 两 个 项 之 间 ? 利用 


Р, — Pu. | — (—1)” 
4, 4, 1 9, - Ч» 


证 明 数 列 的 每 个 偶数 项 ( 即 项 -他 ) 都 大 于 它 前 面 的 一 项 ,而 每 


个 奇数 项 (тд L ) 则 小 于 它 前 面 的 一 项 . 
24+1 


үл р 7 ГА 
9; 


Ч 9. р 
一 一 直下 一 一 一 


每 个 奇数 项 是 否 都 小 于 每 个 偶数 项 ? 
18 ， 从 有 理 数 -45 出 发 ,利用 计算 器 蛤 证 
2 =:[13.1.2,4]. 

Ж#11].[1,3],[1,3,1],[1,3,1,2},[1,3,1,2,4} 都 称 
为 чу ИЖ. 

把 每 个 渐进 分 数 写成 整数 之 商 的 形式 ,并 利用 倒数 第 二 个 渐 
这 分 数 求 整数 < , ,使 得 6lx 一 48y= 一 1. 

证 明 [1 ,3 ,1 ‚2,4| =[1 ‚3,Ё,2,3 ,1]. 

计算 [1 ‚3,1,2 ‚3] ,并 求 整 数 x ‚у ,使 得 61х-48у=1 . 

你 所 求 得 的 x 是 小 于 48 的 正 整数 ,y 是 小 于 61 的 正 整 数 ,证 
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—1 


明 它 们 是 满足 方程 的 最 小 下 整数 . 
19 .利用 等 式 
168=2 -73+22. 


73=3.22+7, 
22=3.7+1. 
7=7 1, 
Жа ,a, ,a; ‚а, 使 得 
168 
БЕШ ={а,,а,,а,у,а‚, 
计算 [fa .a, ,ai ЗК 168х- 73у= 1 的 -组 整数 解 


БИНЕН. о, 
计算 [a а, ,es h] JER 168х - 73у= 一 1 的 … 组 整数 解 . 
20. RERS b bh Б, м ‚г, ‚г, ,使 得 25> >>, ИН. 
217=2 -96+25, 
96=Ь,-25+4, 
b, -F +r., 
n=by 六 十 六 ， 
Ь 


л 
Ш 


sho 


利用 这 些 数值 , 求 整 数 4, ,a, ,a, ,a, а, ,使 得 21 = [а а, ‚а. 


а, >a] . ` 


21, ka, b EERI EYS ,对 于 某 个 正 整 数 ЕЯ ЕЕ 
在 a ,0 ,... ‚а, ,使 得 


a 
$ =[а, ,4,,.… ‚а, 


эһ 


(其 中 只 有 а, 9802) ? 给 定 a 和 5 ,如 何 求 a,? 
22. 设 [ao а] = [b ,5b,,…,b,] ;其 中 的 项 除 а, „В, 
外 都 是 正 整 数 ,a 与 1 可 以 是 任意 整数 WEA т,п>2, ДІ 
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[а, 575, ,а,] 5 [b, Li sbn] 都 大 于 1 ,因而 


Таа] С 
都 小 于 1 ， 

ПЕН а, 和 Б 分 别 是 开头 的 等 式 两 边 的 数 的 整数 部 分 ,因此 
a=b, В. [а,,--- ,4,)=[2,,… ,b,j . 若 ng<m, 和 将 此 论证 重复 ” 
次 ШАН a=b, (<n) 及 [a] =[5,,… ,b,] .这 是 一 个 关于 整 
数 的 等 式 ,所 以 n=m a=b, ,或 者 是 nt+1=m,a,=0b,+1,b,= 
bal. 

23. Фа =[,/3 | ( 见 问题 4.44) ,再 用 V3 =[a x] 定义 

Фа, =[х,] ( 见 问题 4 .44) ,再 用 /3 =[a ax] У х,. 

& а,= [х] ( 见 问 题 4 .44 ) 再 用 V3 =[а, ›а, ,03 ;4] 定义 x . 

一 般 地 , 令 a,_,=[%_1] ， 并 且 V 3 3 =[“, 4，…，0 5х] Ж 
Хх,. 


х 


= 


IENEN 
Жа, ,а,,а,,а,,а,,а,,а,. Ж а] ,[a ,a ,… „Даа, ,а,, 

… :an] ЖЖ S3 Rn ТО. 

求 V3 的 前 五 个 渐 近 分 数 并 将 它 它们 依次 标 在 数 轴 上 . 

V3 是 否 必 有 无 限 多 个 渐 近 分 数 ? 

24. HE- EAR х, 5 а= [х] ( 见 问题 4.44) ,并 用 
X=[a x] ЖХ х,; Фа, = |x] ( 见 问 题 4.44). 并 用 x=[a ,a,， 
х] 定义 x, 

ВОК Е, а, =[х,], Я х=[а, ,aa ix Ж 
Xx. 

Hilal, [а, a] ，… ,[o a, a] … 称 为 x 的 渐 近 分 数 . 


利用 V3 =1+ 
1+ 
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说 明 0< 一 -<1 ‚х,>1, 
0< 一 - <1 ‚х,>1 


X3 


的 理由 ,并 证 明 a, ,a; ,… 都 是 正 整数 . 
记 с, = [а, ай, ‚а, | ,利用 问题 17 推出 


CLCC LCC. 


使 用 问题 13 的 记号 ,证 明 
х= XI 十 六 , 
Х„@„-\ + 4,-2 


而 且 x 落 在 任何 两 个 相 邻 渐 近 分 数 之 间 : 
сү<с,<с,<х<с„<с,<с,, 
利用 问题 17 ,证 明 


x 
9, 4,9, +1 


因为 { 9 ) 是 递增 的 无 界 正 整 数列 ,所 以 这 就 证 明了 РЯ >x 


(и == со). 

25. МЕНЭЕ [a а, ,… ,a, ,…] 出 发 ,其 中 a， 
是 整数 ,а (> 1 ) 是 正 整数 ,可 以 构造 一 个 渐 近 分 数列 

с= [а] =а,, 

= [а ‚а, ], 


= [а ‚а, а; |, 
с,=1 а, szit ‚а, } i 
利用 问题 17 证 明 : 由 奇数 项 渐 近 分 数 构成 的 子 序列 О 
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单调 增加 且 有 上 界 ,由 偶数 项 渐 近 分 数 构成 的 子 序列 (с, ) 单 调 减 
小 且 有 下 界 ,因而 它们 都 有 极限 .利用 问题 17 证 明 这 两 个 极限 必 
相等 , 设 (c,)-> x (1-> оо) ,利用 所 有 的 ,的 整数 部 分 都 是 w 这 
个 事实 ,证 明 [о] = а, .利用 同样 的 论证 ,证 明 [el а... ›а, 5) 
就 是 问题 24 中 所 定义 的 x 的 连 分 数 ， 


纯 循环 连 分 数 


我 们 知道 ,每 个 简单 连 分 数 收敛 于 唯一 的 实数 .现在 ,我 们 来 
研究 那些 a, ,a, ,… ,a, ,… 是 纯 循环 数列 的 连 分 数 ,看 看 它们 的 
极限 是 什么 样 的 实数 . 

26. 设 x=[1,1,1，…] .利用 x=[1 ,x] MEH 2 -«-1=0, 
并 由 此 求 x 值 . 

2 设 x=[2 ,2 ,2.…] „ЖН а= [2 a] „ИЕН о —2а-1=0. 

‚ 设 x=[a,a,a,…] ,此 处 wa 是 正 整数 ,利用 x=[e ,cx] ， 
= А à 所 满足 的 二 次 方程 以 及 求 x 的 公式 . 
. 设 x=[1,2,1,2,1,…] ,利用 x=[1,2,x] 证 明 2x? 一 
ЖАЙ, 

30. 8 6=[2,1,2,1,2,...] , 简 记 为 6=[2 ,1] ,利用 p=[2， 
І, ВІ МЕНН }#—28—2=0, ШЖ ВАН. ЕН 2х—2х-1=0_ 
НН [1.2] 5-5. 

31. Жа=[а,В,а,Ь,..-] , 简 记 为 x=[a b] ,其 中 a ,4b EE 
整数 , 找 一 个 a 所 满足 的 二 次 方程 ,证 明 这 个 二 次 方程 有 一 个 正 
根 和 一 个 负 根 . 找 一 个 被 [5 ,a ,5 ,a ,…] = Ьа] 所 满足 的 二 次 


方程 ,并 证 明 [6 ,bp] 与 J 满足 同一 个 整 系数 二 次 方程 . 


32. # а= [а,Ь ,ca ,b,c,…] , 简 记 为 w=[a,bC] Жа, 
b ,c 都 是 正 整 数 , 找 一 个 x 所 满足 的 整 系数 一 次 方程 . 写 出 [c ,6， 
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a ,c ,6 ,a ,… ] 所 满足 的 一 个 二 次 方程 НИЕ [а,Ь ,c] 与 
—1/[ё.Ь ,a] 是 同一 个 整 系数 二 次 方程 的 根 . 
33 ` я х= | а, 7 02 ‚а, , а] ,其 中 a ‚@, 9 ‚а, 是 正 整数 > 


Е [а а, ,aq 1] = таг В [а,,а,,---,а,] = Ta ,种 朋 问 


n=] 


题 13 证 明 о 满足 一 个 整 系数 二 次 方程 . 
证 明 :任何 一 个 纯 循环 连 分 数 (例如 [ 6 ,6,,… ,dj] ,其 中 四 ， 
а, ,… ,4, 都 是 正 整数 ) 满 足 一 个 整 系数 二 次 方程 . 
34 .使 用 问题 13 的 记号 ,证 明 
р/р =[а,,а]), рур, = [а; ›а, а]. 
利用 等 式 p, = ар, tP, 1 之 3 ) 及 归纳 法 ,证 明 当 n>2 了 时， 
PvP Fla, 0 sa], 
35. 使 用 问题 13 的 记号 ,证 明 
9/9= а, 4/4.=[а, a] . 
HAFA 4„= а„4„. + 4„.› (1 之 3 ) 及 归纳 法 ,证 明 , 当 n>2 
时 ， | 
Ir- =[a aa] . 
36. 设 x=[a ‚а, >e å] ‚В=[4, а, өө å] ,其 中 а, 都 
是 正 整 数 ,再 设 
p/4:= la, ‚а, ‚>. ›@] (<n), 
证 明 
_ %Ф„ЕР,„.. _ _ Ёр, +9 
ий №, на 
ЖШ «5 6 所 满足 的 整 系数 二 次 方程 . 
37. а= [4, ,ca ,… å] ,利用 问题 36 推导 :由 =[a ,a,， 
.… „а, а] 所 得 到 的 二 次 方程 的 根 是 zx 和 — + .利用 诸 а, 都 是 正 
整数 ,证 明 这 两 个 根 中 一 个 大 于 1 , 另 一 个 在 一 1 与 0 之 间 ， 
38. 求 一 个 以 1+ V2 为 根 的 整 系数 二 次 方程 , 它 的 另 一 个 
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根 是 什么 ? 还 有 没有 别 的 这 样 的 方程 ? 若 有 ,那么 这 个 方程 的 另 
一 个 根 是 什么 ? 

39. НО (/2 ) 表 示 所 有 形 如 a+ /2 的 数 所 成 的 集合 ,其 
{з а,Ь ЖАШ #0 ,这 种 数 是 否 都 是 某 个 整 系数 二 次 方程 
的 根 ? 

40. 设 a ,b 是 有 理 数 atb /2 =0 ,证 明 a 和 45 都 等 于 0. 

设 a,b,c,d 是 有 理 数 ,atbY2 =с+а [у ,证 明 а=с, 
А 

. © W 2 ) 中 两 数 的 和 、 差 . 积 . 商 是 否 都 仍 在 此 集合 内 ( 当 

НН ? 

42. йа ,6b 是 有 理 数 ,a+bV 2 是 方程 px?+ qx 十 r= 0 的 根 ， 
其 中 p ,q ,7 都 是 整数 ,那么 a 一 bY/ 是 否 也 是 这 个 方程 的 根 ? 

43. 设 a ,6b 是 有 理 数 ,x=a+bV/2 ,我 们 用 & 表 示 a ВУЗЕ 
Ж а- к/з. 

对 于 一 切 x ， BEQ (/2 ) ,是 否 有 

«+Вб=х+В? 


ТЕ (230)? 
44. в /2 换 成 Vd ,此 处 4 是 任 -一 非 平方 正 整 数 ,那么 
在 问题 39 一 43 中 所 得 到 的 结果 是 否 仍 成 立 ? 
45. 设 1+V2 =a k a E a= [a] + 一 . 


。 验证 x 与 是 否 都 大 于 1 ,以 及 它们 的 共 辑 数 是 否 都 在 一 1 
与 0 之 间 . 
46. 设 2+VT =6 R BER В- 181+ 也 
验证 8 与 В, ЕВЕ —1 
与 0 之 间 . 
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分 别 求 8 与 В, 所 满足 的 整 系数 二 次 方程 ， 
比较 这 两 个 方程 的 判别 式 . 


47. 设 x 是 Q СОЯ [о] + 一 ,证 明 а, © 


EQ (Га ) 中 的 无 理 数 .此 外 , 若 w>I 且 -1<x<0, 证 明 w>1 
В. -1<а,<0. 

48. 推广 问题 38 的 论证 可 以 证 明 :О W 4 ) 中 的 每 个 无 理 数 
都 是 一 个 整 系数 二 次 方程 的 根 , 除 相 差 一 个 整数 倍数 外 ,这 个 方 


程 是 叭 -的 . 设 x=n+ 一 - ,此 处 a 是 Q (Va ) 中 的 无 理 数 ,n 是 


整数 ,再 设 ao2+pau+c=0 且 ao2+poTc 二 0 „фа, Б, с 
是 互 素 的 整数 а с Н ПЕВА 
Ь?-—4ас=Ь *—4а ©”, 

49. а= @+V2 )/9 ,那么 整数 p 与 q 取 何 值 时 ,一 定 有 
x>1 且 一 1<wx<0? 

50. а= +V1l )/9 ,那么 整数 p 与 4 取 何 值 时 ,一 定 
有 o>1 且 ~l<x<0? 

51. 设 x= p+ Sd )/9 ,其 中 p ,gq 是 整数 , 且 x>1,0>a> 
一 1 ,证 明 Vgq >p>0 及 2V4 >9>0 ,因此 ,所 给 的 条 件 使 得 p 
5 4 只 能 取 有 限 多 个 整数 值 . 

52. 所谓 二 次 无 理 数 是 指 这 样 的 实数 , 它 是 整 系 数 二 次 方程 
的 解 ,但 不 是 有 理 数 . 

在 问题 37 中 已 经 证 明 ,每 个 纯 循环 连 分 数 收 全 于 一 个 二 次 无 
Яа .满足 w>1 ,0> 区 > -1 ,下 面 将 证 明 其 逆 命 题 . 

设 x 是 一 个 二 次 无 理 数 ,满足 x>1 ,0>&> 1, 证明 存 在 正 
整数 p ,9 ,d ,其 中 4d 是 非 平方 数 ,使 得 «= b+ Га V4. 

53. 设 4 是非 平方 正 整数 p 和 g 是 整数 a= p+ Га )/9 ,a 
> 1,0>а> – 1, ПЕН 

@) Ф а= [а, ‚а, „К а, = [а] , 则 a= Фа )/4,,Ж 
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фр, #0 4, 是 整数 (利用 问题 48 ) ; 

(п) 着 x=[a, a, a] ,其 中 心 =[x] „а= (+ a) 
Ф, Фр, 和 д, 是 整数 ; 

ii) Жа=[а,,а,,--- 5а, ,其 中 wj=[o |] Шо, = 
Prit SA Va 1 ,其 中 p， ,与 9, 是 整数 ; 

(у) 每 个 xw>1 且 0>w> – 1 (利用 问题 47) ， 

v) 只 有 有 限 多 个 不 同 的 a (利用 问题 51 ) ; 

м) 若 o=a (1<ng m) 是 第 一 次 重复 出 现 的 两 个 数 , 则 
Anri = „+ ;进而 利用 归纳 法 得 到 о, = о, 对 一 切 正 整数 ;成 立 ， 

(уп) 车 p= 一 1/%, 则 对 一 切 n 有 p>1:; 

(ИН) #л>1,йЇВ,= а, 1+ 1/6,- HCA а, =; 

(1х) 因为 p,=p,, 所 以 [B,]=[B,] > B В =, Р 
xx = 1, 因此 “=1. 


Pel 方程 


对 于 纯 循环 连 分 数 与 二 次 无 理 数 的 关系 ,我 们 已 经 有 了 确切 
的 了 解 .现在 ,我 们 能 利用 它 确定 哪些 二 次 无 理 数 是 这 样 的 连 分 
数 的 极限 :它们 是 从 第 二 项 开始 是 循环 的 . 首先 ,我 们 来 确定 正 
整数 的 平方 根 的 连 分 数 ,并 利用 所 得 到 的 结果 去 解 Pell 方 程 
Xx—dy=1., 

54. 整数 4 取 何 值 时 ,n+ V2>1 且 0>n-V2>-1? 

对 于 这 个 n 值 , 写 出 n+ V2 的 循环 连 分 数 ,进而 导出 V2 
的 连 分 数 . 

55. 重复 问题 54 的 方法 , 求 V3 \/5 ,V6 和 V7 的 连 
ЭЖ. 

56. itd 是非 平方 正 整数 ,[V d ] +V d 是 否 必 有 一 个 纯 循环 
连 分 数 的 展开 式 ? 

57. 利用 上 题 说 明 : 若 d ЖЕ Е „Га 的 连 分 数 
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从 第 二 项 开始 是 循环 的 . 

58. 为 什么 5+ /33 一定 给 出 一 个 纯 循环 连 分 数 ? . 

Ж 5+,/33 =[4, ,4,,… ,4,] ,其 中 4a 是正 整数 ,那么 a 等 
于 多 少 ? 

证 明 /33 =[5,6,,6,,… å, ,10]， 
因而 


[33 -5=[0,6,,6,,... ,6, .10], 
1 


7733 25 = [4, ,4,,--,а,,10]. 

利用 问题 37 及 问题 42 的 推广 ,证 明 

үк =[4, ,0 1 ,.-. „4, ,а,], 
а, =a, ,0 二 0 1 等 等 . 

59.1% 4 是 非 平方 正 整 数 „м/а =la „å, ‚а. ,... ,4,] , 试 确定 
а уа, 的 关系 ,以 及 这 一 周期 中 相等 的 数 对 . 

60. 已 知 JI4 =[3,1,2,1,6] ,证 明 /14 =[3,1,2,1, 
Иа +3]. 

进而 利用 [3 ,1 ,2] = -了 5[3,1,2,1]=-15 推出 


(/14 +3)15+ И 
V14 = Ла +3)4+3 


简化 并 验证 这 个 等 式 . 
61. 设 d 是 非 平方 正 整数 ,Vg =[a ,6d, ,Ga ,2d1] ,其 
中 a 是 正 整数 ,证 明 
| Vad =la, 02 ，03 1 +d ]. 
设 [a ,a,,… ,4,1 =р„_\/4„. Æ [a a,,.… ,a;] =р,/4, 
( 见 问题 13 ) ,证 明 
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(а. + Га РНР, 
уа = а + Га )4,+4,-. ` 


利用 问题 40 的 一 般 形 式 ,证 明 
44,= 4 十 P 0I9g, 十 9 1 三 忆 . 
利用 问题 15 „ЕВН рг – 442= (= 1)". 
62 ， 利 用 问题 60 和 问题 61 , 求 x ,y ,使 得 x? 一 14y*=1. 
63. 已 知 V13 =[3 ,1 ,1 ,i ,i ,6] ,利用 问题 61 , 求 整数 x ， 
y ERL- 13у = – 1. 
通过 计算 V13 在 第 二 个 周期 中 的 渐 近 分 数 , 求 整数 x ,， 
使 得 x2- 1372= 1 ， 
64. 对 模 3 考察 方程 x 一 372 = 一 1 .证 明 它 没有 整数 解 x у. 
对 模 6 考察 方程 ?— o= 一 1 ,证 明 它 没有 整数 解 x ,》， 
65. 对 于 哪些 非 平 方 整数 4 , 必 有 非 零 的 整数 x ,y ,使 得 х2 
d2=1? (Рей 方程 ) 
66 32—2-22=1= G+2V2) G-2V2 )=1 
= G+2V2 }? (324/2 ?=1 
=> (17+ 12/2. ) (17 120/5. )=1 
= 17-2 -122= 1, 
ВВ, а? —27=1 ,能 否 推广 这 个 方法 ,以 得 到 2 2р2 = 1 
的 另外 的 整数 解 ? 
是 否 存在 无 限 多 对 整数 x ,y ,使 得 x* 一 2y?=1? 
67. 设 c+b /2 ж х— 2у2=1 的 最 小 整数 解 (Ш.Ж a,b, 
х,у ЕН 2—2 =x- 2у2=1, И 1 <а+Ь [2 <х+у 
J2) AA 1 <а+ь о ,所 以 x+yV2 必 在 a+bV2 的 两 个 
М ,假定 是 (Gt+bY2 < x+ о < (а+Ь, о)", (а— 
bV2 )》 乘 此 不 等 式 两 边 ,证 明 x+y о = (а+Ь Y. 
68. W d 是 非 平方 正 整 数 ,那么 x? 一 dy?= 1 .是 否 必 有 无 穷 多 
组 整数 解 ? 所 有 的 解 是 否 一 定 都 可 以 由 最 小 整数 解 得 到 ? 
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69. 设 d 是 非 平方 正 整数 a,b Ж{й а? - а?=1 的 最 小 正 整 
数 ,证 明 


х= [tha y+ (ba 
5 y= ypy I atbya V= аа 


都 是 整数 ,而 且 -dy = 1 的 解 都 是 这 种 形式 . 
70. З х2 2у2= 1 的 所 有 整数 解 的 通 式 ,并 推出 
х2+8ху+ 14у? +6х+24у+%= 0 
НТ 
.利用 问题 55 的 答案 , 求 满足 x? 一 5y?=1 МЕЖ х, 
у. А х?— 5у?= 4 ПН 18—41 х,у 都 是 正 偶数 , 另 一 组 
都 是 奇数 . 
Ш а 562=4 В с?-5@=4,ЦЕНН (ac+5bd)? 一 5 (аа +Ьс): 
= 16 .证 明 : 若 


‚4/5 
p+4V5 =2 (у )(———у—— 
И! p- 54?=4 а,Ь,с JELEN ,证 明 p ,4 是 整数 . 


利用 这 种 构造 解 的 方法 ,对 方程 阅 - 5у°=4 ,从 你 已 找到 的 
x 都 是 奇数 的 解 , 求 出 你 在 前 面 找到 的 х ,y 都 是 偶数 的 解 . 


关于 二 次 无 理 数 的 Lagrange 定理 


现在 我 们 研究 与 混 循环 连 分 数 所 对 应 的 无 理 数 .Lagrange 证 
有 明 ,这 些 数 就 是 全 体 二 次 无 理 数 . 

72. а=[1,2,3] ,参照 问题 37 , 求 整数 ,使 得 n+a> l, 
О>и+а> -1. 


73 ， 利 用 问题 53 ,判断 能 否 找 到 整数 ВЕ п+а>1 H 0> 
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п+а> 一 1 ,其 中 x=[1,2,3,4]. 
1 — 1 

74. Ж > (3+ /12 ).3+,/5 ‚3-5 ‚1+ V3 的 
连 分 数 展开 式 是 不 是 . 

G) 纯 循环 的 ， 

п) 从 第 二 项 起 是 循环 的 ， 

Gii) 不 是 前 两 种 情况 . 

| ， , 1 、 

75 ， 利 用 问题 37 ,说 明 V3 的 连 分 数 

0) 不 是 纯 循 环 的 ， 

(1) 也 不 是 从 第 也 项 开始 是 循环 的 . 

设 了 V3=[0,2,%] ,证 明 a>1 且 0> 而 > 1. 进而 推 


L 1 Ы = 1 
出 у V3 的 连 分 数 从 第 三 项 开始 是 循环 的 . 
76, Баж КАЕН. 


х=[а, d,s а, ›а,] , 
其 中 必 是 正 整 数 ,w 是 二 次 无 理 数 ,利用 问题 13 的 记号 ,这 时 有 
„Р-Р, 2 
nan- + 9,-› | 


证 明 i 
4„-› 09qg 一 0 ) | 
4-1 @„-1/4„-1—®) 
并 利用 问题 24 ,证 明 当 n 充分 大 时 „а, 近似 地 等 于 —4„,/4,_\. 
证 明 对 于 充分 大 的 п ‚ж, 是 循环 连 分 数 ,因而 a 是 混 循 环 连 分 
数 . (Lagrange ЕЯ). 
77. 在 上 题 中 证 明了 ,二 次 无 理 数 的 连 分 数 是 混 循 环 的 .利用 问 
题 33 及 问题 13 证 明 它 的 逆 命题 . 


z=- 
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不 定型 ax? -by В 1% 


作为 本 章 结尾 ,我 们 用 连 分 数 来 研究 不 定 二 次 型 ax? 一 by?， 
并 确定 它 的 自 守 变 换 群 


5 _ . о —— т эм. 入 
_ 78. [Из ,21- 3 V15. 求 地 V15 的 前 四 1? 


ч: 1 
СЯ В р/а, о/а. Pyh Ра. а= у = = 11, 
3 ,a] = [1 ‚3 ‚2 ,0 , 求 整数 4 ‚В, ,4,,В, ,4,, В, ‚4, ‚В, ,使 得 


_ 4,415 _ 4+ 15 
х= В о , 2, = В о , 
А, + S15 _ 44 十 V 15 
в в 
填 出 下 表 : 
п | 12 3 4 
3p; — 5q, 
В, | 


79. Q TS ) 中 的 元 素 是 否 都 可 表示 成 (4 + МВ ,其 中 
А,В ,N 是 适当 选取 的 整数 ?为 什么 还 可 以 要 求 51N- 4:? Щ 
ВМА , 称 二 次 无 理 数 (4 + VN )/B 是 具有 标准 形 . 

设 x= (А+ ЛМ )/B 是 标准 形 , 且 x=n+ 7 Jetna% 
数 ,证 明 存在 整数 C 和 D ,使 得 p= (С HSN )/D 是 标准 形 . 如 
果 推 广 问题 78 а, о, а, 的 定义 ,得 到 о = (A,+ V15 )/В,, 
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那么 它 是 标准 形 . 
将 这 个 标准 形 代 入 等 式 
а,Р,-.+р,-2 
Aan- Faaa 


利用 问题 40 的 一 般 形 式 及 问题 15 ,证 明 
3р2, = 542, = (-1)" В... 
80. Ш 3х2— 5у2=3 H |х |< 5 时 的 草图 , 标 出 坐标 为 整数 
的 那些 点 . 
itp- 152 =1 ,用 代数 方法 证 明 (a ,4b ) 在 这 条 曲线 上 的 充 要 
条 件 是 фа + 5kb ,Зка+рь ) 在 这 曲线 上 . 
Жїр 5 К Ж ,那么 


ЗА 
(х ,у)-» (х > Р ) 


а= 


Sk Pp 


是 么 模 变 换 吗 ? 
计算 矩阵 之 积 


р Ю 3 у ~) 

(ус, (，.， 3k рі. 

并 描述 对 二 次 型 32 - 37 施行 所 给 变换 后 的 结果 . 
考虑 一 一 对 应 


р ЗК , 
( ) — р+А / 15 
р 


5К 
并 利用 问题 67 的 推理 ,证 明 形 如 


ЗА 
(ey)> en(? ) 
Sk p 


的 乏 模 变换 构成 一 个 无 限 循环 群 , 即 二 次 型 3x? 一 5y? 的 自 守 变换 群 ， 
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‚Ка р 是 正 整数 ,gcd (a ,b)=1 ,证 明 二 次 型 ax 一 by 
Есу 
82. КОН 


(х,у) (ху) C 1) 


是 二 次 型 3z2- 5 大 的 一 个 自 守 变 换 ,证 明 - 
G) ps—gr= 土 1， 
(1) 3p—59=3, 
(п) 32— 5352= – 5, 
(у) 3pr= 545. 
利用 OM бу ) 证 明 GP- 542)5= +P ,以 及 大 = 
利用 GD 和 (ii) 证 明 92 = 2542. 


证 明 3 一 5у° кйин (у, НЕЕ M >) 
的 形式 Ар 15К8°= 1 
注 记 与 答案 
参考 书 见 书目 :Olds (1963 ) ,Stark 1978) ,Chrystal (1964). 


2- 4 
в _ 
. a-b ` а 12 —1 V2. 


因为 4>2>1,2>V3 >1, 所 以 a>b,a-b>0 .又 因 2b> 
V25= а, АДАЬ>а-—-Ь. 

这 就 证 明了 , 若 /2 可 以 表示 成 两 个 正 整 数 之 商 ,那么 还 可 
以 表示 成 另 两 个 正 整 数 之 商 ,并 且 分 母 比 原先 的 小 这样 ,最 终 
我 们 得 到 一 个 分 母 为 1 的 商 , /2 就 成 了 整数 ， 
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1-25 7-2 
7Ь– 2а Б Ут _ 


а-25 ^ а 2 7 -2 =У7. 


因为 9>7>4 ,所 以 3>\/ 了 >2 .于 是 -->2,4-2>0.8 
3> = 得 到 5 > a 一 22 
з. Ф =УЯ МХ 64>57>49 ,所 以 8>V57 >7， 


Ь>а-7ь> 0 .现在 ,(57b 一 74a)/(a~7b)=V57 ,这 就 可 以 用 
前 面 的 方法 了 . 
4. а=3,Б=1,с=0,4= -Т. ` 


5 若 记 和 大 是 非 零 整 教 ,它们 唯一 的 素 因数 分 解 式 为 
= рмр»...р,", к= рар... р“ 则 有 理 数 = реро ‚.. 


р": Ж п= тах {m,/) ,a=b, 一 6. 若 4b 与 c, 中 只 有 一 个 存在 ， 
Wl a=b, а= 一 c. 
6 ， 都 是 偶数 . 
7. ЛЕ ,因为 素 因 数 分 解 式 中 有 奇 指数 . 
1 3 7 17 41 
LO TPP D: 
Gi) ab-be=-1,1,-1,1, 
人 ii) 振东 地 逼近 о. 
“简单 连 分 数 ” 中 的 “简单 ”- 词 ,是 指 重复 出 现 的 分 子 1 . 
х+1 3 3y+1 3y+i 10 10z+3 


10. 


x '27 DFI 2+1 7 / 7242 › 


10z 十 3 43 43u+ 10 43u+ 10 
7242 ° 30 ° 307 ” 30u+7 ` 
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аа- бе=-1,1,-1,1. 


11. ХЕР 
5х+9 
, -D HP,- 
12. $ [1,2,3,...,0-1,х]= и, 
| ] Xan- t 4,-› 
х=п+ — „№ 


1 
(n+ y Pn- Pp- 
02 3 本 = 一 于 一 一 一 
(n+ A 


— У (пр, +р, 5) +p, — УР, НР, -1 


У (п9,-1+4,2) +91 4, +4, i 

这 说 明 ,由 归纳 法 可 证 明 结 论 . . 

13. 证 明 与 问题 12 类 似 .无 论 对 连 分 数 的 应 用 研究 还 是 理论 , 
研究 ,这 个 结论 都 是 -个 主要 工具 , 它 使 我 们 在 研究 中 可 以 格 去 
连 分 数 前 面 的 - 些 项 . 

14. p, 与 9, 的 定义 保证 了 它们 都 是 正 整 数 ,从 而 P /4, 是 有 理 
Ж. 

15. @) p,g, py-19,= (ЛР,_ү+р,„_,)4,-у—р„-\ Nd,- Hana). 

Gi) 1. 
_ Gi) 的 的 结果 表明 ,对 -Fn > 2 , 左 端的 绝对 值 总 是 党 
数 ,但 符号 是 交 赫 变化 的 . 


16, т/п <и/о =» тр<пр-=> mv+amn <пи+атп 


= т (ап+ш)<п (ат+и), 
这 个 结论 也 可 以 通过 考虑 以 (0 ,0) , (an ,am) (ап+о,ат+ 
2) 和 (v ,4 ) 为 顶点 的 平行 四 边 形 而 得 到 . 


P, — а,Р,- tP,- Р, р 一 р, 一 站 | 
17 . = ИИ fnn = E 在 nml 与 т. В 
й„ KA 1 + 4,- 2 4, Ч, @„-2 < | 
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(由 问题 16 ) . 

将 问题 15 Gi) 中 等 式 的 两 端 除 以 4,4,- ,, 即 可 得 到 问题 中 给 
出 的 等 式 ,因为 gq, 都 是 正 整 数 ,所 以 当 n 是 偶数 时 ,p, /4, >P 
Е р, 9, >P 9g o M Par Aan 则 在 它们 之 间 . 
此 外 Pania Aina Фр, 44, +1 与 py/ 4 之 间 ,因此 [р.а 
ал 20219,0 EE Р аа › Р/ 4] 中 ,所 以 每 个 奇数 项 ， 


小 于 任何 偶数 项 . 


4,-: 


61-11-48 ·14= – 1, 


[1,3,1,2,3] = ри 


61 -37—48 .47=1. 
Ж 61х- 48у=61а-— 48b „И! 61 (x 一 a)=48 0 一 5) ,从 而 < 
= а (mod 48),y=b (тоа 61). 
168 


19. 3 =12,3,3,7] =[2,3,3, 6,1]. 

[2.3.3] = 23, 168 -10-73-23=1. 

10 

[2.3.3.61 =”. 168 -63-73 -145= -1 , 
20. 96=3-25+21, 

25=1.21+4, 

21=5-4+1, 

4=4-1. 

217 

“6 = [2.3,1,5,4. 


21 ， 贝 除法 算式 (问题 1.19 ) ， 


а=һа+т ， б<гт<Ь, 


> q=a , 则 
F =a, tr/b=a + 一 -一 › (#0). 
又 由 除法 算式 ， 


b=rg4r ,0gn<r. 
&q = a,i] 


b/r =a, += а, + — „(Ж т,;0), 


再 利用 除法 算式 пер, д", А .再 令 9 "= a,. 

由 于 1, , 记 ,… 是 减 小 的 非 负 整 数列 ,所 以 对 菜 个 n 有 
„=0 ,因而 Е 

a/b=[a,,a,,.… ,a,]. 

这 样 ,每 个 正 有 理 数 对 应 着 一 个 有 限 项 简单 连 分 数 . 苦 允 许 a 取 
负 值 , 则 有 理 数 就 都 可 以 用 有 限 项 简单 连 分 数 表示 , 

22. 本题 结 果 表 明 , 若 不 计 最 后 - -项 的 数字 , 则 有 理 数 的 连 分 
数 展 开 式 是 唯一 的 ， 

23. V3 =[1,1.2,1.2,1,2.…]， 


- = _ 5 = 
[1j=1,， [1,1] 2, [1.1.2] = =, [1,1,2,1] 4 3 
19 
[1,1,2,1,2] =. 
1 з ит 2 | 
下 一 于 二 一 一 | 一 一 


若 构 造 渐 近 分 数 的 过 程 是 有 限 的 , 则 /3 将 是 有 理 数 :反之 


24，x=a+ 一 ,但 [= ol ,而 且 因为 x 是 无 理 数 , 所 以 
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0<x [а] < 1,18 0< <1. 
2 


х,=а,+ 一 А [х] = а, ,而 且 因 为 x 是 无 理 数 ,所 以 0< 
3 
х-—[х] < Г. 
#1 <х, 1 <[х, =а,. 
Ф: х= [а а, ,… .4,_1,X,| ; 则 由 问题 13 得 到 


= PP 
Xpan- + qn-2 
х +р 
х= [а 2; ее а, ‚+ >X aal = Хрл Pe 》 


Хх, + 4, 


РШ х F Palaa 与 pg 之 间 .但 是 


Ея р |- 1 
@„+\ 4, 9,9, +1 
В |х- 2e |< — 

ГА 4,9,+1 


25. ЕЖ Cl С ,但 是 Cinti 在 这 二 数 之 间 , 所 Kc, быт 
从 而 吞 数 项 渐 近 分 数列 是 单调 增加 的 .类似 地 可 知 偶数 项 渐 近 分 
数列 是 单调 减 小 的 .每 个 偶数 项 浙 近 分 数 是 所 有 奇数 项 渐 近 分 数 
的 上 界 ,每 个 奇数 项 渐 近 分 数 是 所 有 偶数 项 渐 近 分 数 的 下 界 . 因 
为 , 若 不 是 这 样 ,那么 ,例如 就 有 某 两 个 m 和 nn с, С. E 
т>п , 则 сы, <, <, 这 与 奇数 项 渐 近 分 数列 的 单调 增加 
性 矛盾 #т<п, Мс, с, <с„,, ,这 与 偶数 项 渐 近 分 数列 的 
单调 减 小 性 矛盾 . 

В |е, о, [= aan 14 ,所 以 两 个 数列 的 项 之 间 的 距离 
ATF. 
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这 些 论证 建立 了 无 理 数 集合 与 所 有 正 整 数列 (第 一 项 可 以 是 
任意 整数 ) 集 合 之 间 的 一 -对 应 ,从 而 使 无 限 简单 连 分 数 有 了 明 
确 的 意义 . 


26， 由 x=1+ 二 得 到 oz= x+1 .因为 wx>0 ,所 以 
х= (1+ V5 )/2. 


27， 由 x=2+ 二 RA = .因为 x>0 ,所 以 


X=1+ V2 . 
28. hasat 8] esat] .因为 w> 0 ,所 以 
+ Ма+4 )/2. 
一 р — X z 2 — 
29. 由 x=1+ -rygg lt yyy A a 十 2=3x 十 1， 
1+ 
ВП 202—2%—1=0 ,所 以 wx= уз 
В 
30. НН p=2+ 一 一 一 ТЕР =2+ grr 得 到 p+ 有 = 38+2, 
即 是 FP-2p-2=0 . 8=1+V3 . 
1 1 1 
2(- 二 )-2(- 一 )-1=- (——)(8—28—2)=0 
( р) ( ү? (g?) e В-2)=0. 
31. На=а+ =at zri Balb- apx 一 a= 0 


b+ — 
х 
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这 个 方程 的 二 根 之 积 是 一 + ,因此 ,一 个 根 x 是 正 的 , 另 一 个 根 


ДЮ. = 
若 8=[ ,可 , 则 aP? 一 abp 一 b==0 ,B 是 这 个 方程 的 一 个 正 根 . 


А Був) 0, EA b (- + )?-ab (= = 
i а-а (7) F 所 以 b( р) 7% ( Р) 
-a=0 ,因此 v 与 -5 aE рх арх-а= 0 Йй. 
1 1 
0. pasat =а+ 一 一 人 一 人 
bt — T tari 
aL ca 
| x 
— atl аа (рє+1)+ b-a- с-аБс)а Ба 1= 0 
(Бс+1)х+Ь * ` 


ж В={с.Ё „М Bat 2+ (0—а-с-аһс)р—5с-1= 
0 .于 是 | 


(Бс+1) (一 ҮЛ? ф—а—-с-—а5с) (— 7 ) = Ва-1=0. 


因此 x 与 一 7 都 满足 二 次 方程 (bc+1)x*+ (р-а с абс)х 


-ba-1=0.4 5 - 7 是 这 个 方程 的 不 相同 的 根 ,因为 一 个 是 
正 的 , 另 -一 个 是 负 的 


十 2 
33. Ша= этү 得 到 qg + (Ч, ,—р„)@—р,„.=0. 


п n-i 
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Р Р› РУР, 
设 Ёа =а ааа], 
Р„-\ 
Pari — aps PaT Pn- = а + = [0 а а, а 
р, 一 Р, п+1 PPa- [ ntl n 2 1 | 
一 4 а, p 4, аа,+1 _ 1 _ 
35. 二 一 Ak == =а,+ = [а, ›а.] 
q, 1 4, а, а, 
设 4,118, 8,0570] ; 则 
Фаз = „уй, + Ч = а, 1 =[a ya，… 0] . 
4, 4, Ч» Ч, -1 
36 ,a 的 前 nn 个 渐 近 分 数 是 p/gq, (< п) ,所 以 
= ЕР, 
«qd, + 4,-1 ` 


了 的 第 n 一 1 个 与 第 4 个 渐 近 分 数 分 别 是 4g,/9,_1 9р, ра 
所 以 
Вр, +9 
$ = п п 
/ bps- + 4-1 
402+ (4„-,—рР„)® —р„-\ = 0 . 


р, + (4, -р,)В-4,=0 * 
| | 


37.4, (一 p (#„-а—Б„) (一 Г 


因为 wu>a ,НВ>а, ‚ВИА «> 1 НҢ -1< – 7 <0. 

38 х=1+ 2 „Ш (х—1)?=2,х?—2х—1=0. 

另 一 个 根 是 1 一 V2 .#1+]/2 是 某 个 二 次 方程 的 根 , 则 
这 个 方程 必定 是 k1- 2 ) (x 一 x)=0 乘 以 某 数 ,由 于 是 整 
系数 , 所 以 w+1+ V2 Ба (1+V2 ) 都 是 整数 . 设 x+1+V/2 
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)-р,_:=0. 


等 于 整数 a, 则 a=a-1-V2 а (1+ о) =а-3+ (а-2) 
V2 .所 以 a=2 =l- 2. 
39. 设 x= 一 + 一 ,其 中 m,n sr,s ЕН E.r. 
п S 
ква (x 一 如) -2E 可 得 到 所 得 要 的 方 和 
40. #0250 ,那么 V2 = 一 + 就 成 了 有 再 数 . 若 5= 0 , 则 
4 一 0 ,结论 是 显然 的 . (а—с)+ (0-а), /2 = 0. 
41. 多数 结 果 可 直接 从 有 理 数 对 这 些 运 算 的 封闭 性 得 到 . 
Qa+pDV 2 C+pV/2)C-dV2 ) ac-2bd+ (беа) f2 


c+dJ2 _ є+а/у)-4/5)_ e-d 
只 要 c 和 4d 不 问 时 为 0 ,这 就 是 Q (V2 ) 中 的 数 . 
42. Ма начь Г 是 方程 px? 十 gx 十 r=0 的 根 , 则 
р (х—@) (ха [2 } =рх+ах+и. 
因此 
«+а+ьЬ,/7 = 一 + Н.х +DV/ 2 )= 5. . 


根据 问题 40 ,由 第 -个 等 式 得 到 x= с 5/2 对 某 个 有 理 数 成 
并 ,而 由 第 一 个 等 式 得 到 c= a ， 
43 . (a-b 2 )+ -d J2 )= (a+c)— btd) 2.. 
a-b [2 ) (e-d f? )= (ас +264) - (а4+ Ье )V/2 . 


1 a+b? a 


К _ b 
azb) ~ a T a mp V2 
а 5 
а+Ь/) da- шой ФО V2. 
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4. в, Га 的 无 理性 是 关键 

45. a=w=1+V2 >l .因为 -2< 一 V2 < 一 1 ,所 以 
-1<1-4/2 <0. 

46. 6-1 0+7 ) 因为 2<V <3, 所 以 -1<2- 


V7 <0.-1< 5 0-7) <0.8 @-2=7 #8 8—46 
-3=0 HIRE 4-4 (-3)-1=28. 
由 Ө8,—2)%=74#]982—128,-3=0Ң1382—48,—1=0; 
判别 式 等 于 28 . 
47. 若是 有 理 数 , 则 由 于 [x] 是 整数 ,x 就 成 了 了 有理数 .由 
问题 41 与 问题 44 о, ЖРО (Va). 
因为 a 是 无 理 数 ВИ 0 <а- [а] <1,1<1/6(0 [0] ) =, 
-1<а<0 = 1 < [о] +1/%<0, (由 问题 43 与 问题 44 ) 
= —1- [а] <1/ < – [ә], 
=0> тр > 五 > - т >-1,( 因 为 
[>1). 


48 ”将 x 二 n+ > 代入 ao2+px+c=0 ,得 到 
2 


(ап?+ bn + с )о + Qan+b)a,+a=0 
及 (2ап + Ь )?— 4а (ап +Бп+ с) = 2 4ac. 

这 类 似 于 在 二 次 型 ac+ bxy +o 中 用 (пх+ у ов (х,у). 

49, р=1,4=1# 2. 

50. р=3,4=1,2,3,4,5,6; 

p= 2,4=2,3,4,5; 
p= 1,9= 3,4. 

51. 因为 b+Vaq )/9>1>0> Га )/4 ,所 以 4 是 正 的 ， 
АЖ р Га |> р- Га 1, 所 以 p 是 正 的 .因为 p+ Va >0>p 
-Jd -FW Vd >-p>-vd ,从 而 Vd >p. AA 
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р+/Ла >98 а >P ,所 以 2Yq >р 3%} , 数 对 ,4) 的 个 
数 只 能 是 小 于 24. 
by b? ~ 4ас 

2а 

不 妨 设 a>0 H a.b, ЖА ХН, НТР а> a, RAM 
取 正 号 ,而 且 ,与 上 题 一 样 ,得 到 一 b>0 .因此 ,a= p+ Га )/4. 
其 中 ,q 是 正 整数 . 

53. G), Gi), Gii) 可 由 问题 48 得 到 . 
! =0,=9,„=а„+1И/а„., ;所 以 a =а, Hao, 


п+1 


‚ B аа +Ра+с= 0, о = 


(у) а,+ 
а 
2+. 
(vii) Ж0>а > - ІЖ - Ма >1. 
(уш) 由 问题 43 及 wx， = 和 + 
将 此 处 结果 与 问题 33 及 问题 37 做 比较 . 


现在 我 们 知道 ， 每 个 纯 循环 连 分 数 表 不 个 二 次 无 理 数 & ,wx > 
1H 0>а> -1. 


54. n=1,1+ [7 =[2.2.2....] Меп. 
. 1+V3 ={2,1,2,1] .i 
Нам ЕВА 
2+ /6 =14,2,4, 1, 4/6 =[2.2.4]. 
2+ 7 =14,1,1,1,4},/7={2,1,1.4]. 


56. 是 的 AAE a=[ dlt Га ; 则 a>1,0>x> 一 1. 
58. 0>5-V33 > 一 1 ,因为 6>V33 >5 ,所 以 al=10. 


车 a=5+ V33 „Wj 1y (V 33 —5)= 一 1/& .二 次 无 理 数 a 


与 去 满足 同一 个 整 系数 一 次 方程 

59. [Vd]+wV4d 是 纯 循 环 连 分 数 ,所 以 wm=[Vd] а, = 
2[Val ‚ а,=а„ү.ау=а,,%#, 
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60 ， 利 用 问题 13 . 
62. 152-14.4=1. 
3 4 7 11 18 119 137 
、 347 И 18 19 
63. 渐 近 分 数 是 1 3 1 3 2 kd 3 „ 5 kd 33 э 38 ° 
256 393 649 


2670 027 a 2_ . 52 — — 2_13. 2 一 
т 109 ° 180 .18"- 13:5 1,6492— 13. 180*=1. 


65. #./а 的 最 小 周期 是 偶数 , 则 问题 61 给 出 确定 的 答案 . 
若 Jd 的 最 小 周期 是 奇数 , 取 n 等 于 最 小 周期 长 度 的 二 倍 , 则 仍 
可 用 问题 61 . 

66. @— 26 =1 > (a+b [7 ) a-b Го )=1 

= (a+b [7 } a-b о = 

= (42+ 2b +2ab [3 ) (2+ 2b? ~ 2ab 2) 
=] 

= (42+ 202 )2— 2 (2а6 )?=1.. 

НҒ 2+ 22 >а ,所 以 这 个 解 与 最 初 的 解 不 同 ,因此 ,这 个 过 
程 可 以 反复 进行 ,但 不 出 现 重复 . 

67 .由 乘积 得 到 1< (х+у,/2 )а—Ь,/у)<а+ь,/у .但 
ДЖ х 2р Н 2 20= 1, (х+у,/2 )(с+4,/2 ) 也 是 一 - 
个 解 .所 以 (x+pV2 ) @- 2V2 У 是 一 个 解 ,根据 定义 , 它 等 于 1 

68 .推广 问题 67 的 论证 . 

69. #х+у,/д = (at+bV a )", 则 由 问题 43 的 推广 ,可 知 
х-у q = (4 一 bY д)" .因此 一 切 解 都 是 这 种 形式 .注意 х=х 

Ну=у. 

70. х= Ji G+2V2 Y+ 6-2/2 Y] ,y= 275-1 (3 
+2,/7 Y- 6-2/2 )" 1. +4 +3)2- 282= 1. 

71. 92-5 -4:=1,182— 5 :82=4,32-5:12=4, 

(a+b f5) (а—0,/5)( (с+4,/5 ) (с-а, 5 )] =16, ВЕ 
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[ a+b S5) +d /5 ЛЕ @—5,/$) «-4/5=16, 

2 ф+4,/5 ).2 p-4/5)=16. 

а? — 5р2?=4=а==р (тод2) Рас + 564 =6ас ==0 (mod 2), 
因此 p 是 整数 ЗН нр: 54? = 4 知道 4 也 是 整数 . 


:( 3+ /5 \( 3+5 


3+, [5 7+3 /5 
М 5 y 5 


72. n=2 时 ,n+ 是 纯 循环 连 分 数 . 

73 ， 若 存在 这 样 的 n „и но 就 是 纯 循 环 的 ,这 不 可 能 ,所 以 
不 存在 这 样 的 n. 

| 1 р 

74. 5+ /12)>3.0>5 G 一 V17 )> -1 б. 

2+V5 >4,0>2-/5 > 一 1;3+V5 从 第 二 项 开始 是 
循环 的 . 

35 >3- /5 ;都 不 是 . 

车 n+ 3 >1. 则 n- 上 V3 >0; 都 不 是 ， 


75. + 了 <1 ,所 以 不 是 纯 循 环 的 . 


n+ >15 0>1= ma- 地 V3 >0, 所 以 不 可 能 从 第 
二 项 开始 是 循环 的 . 
76. л оо ВЕ, аг 5 22. 都 趋 于 & ,所 以 元 趋 于 
a-l в- 2 


- 他， 但 9 是 递增 的 无 界 正 整数 列 ,所 以 0> — бы > 一 1. 


п-1 
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чти. эл, >I ,所 以 对 充分 大 的 ,>1,0> 而 > 一 1 
77 . 每 一 个 混 循 环 连 分 数 都 具有 形式 
CEECEE MEELI ， 
HP a, 是 纯 循环 的 连 分 数 . 设 x=[a oa xz] , 则 由 问 
题 13 ， 
„РР, 
X, An- + Ч„—› 


由 问题 33 ,x, 是 二 次 无 理 数 ,所 以 wx МР О (Va ), 而 且 它 的 连 
分 数 不 是 有 限 的 .因此 ,根据 问题 21 知道 a 是 无 理 数 


,1 4 9 31 
78. Ри т ` 7 , 24 
1 一 一 1 
„= -у (0+,/| ) ,本 (3+VI15 }, 
+ +5). 8+5) 
3р?-542=-2,3,-2,3 
В =3,2,3,2 
| аа ре 
79 ас ma 
оуу! bd ; 
А+ М. АВ+ JNE 
В Е В? ; 
В? | МВ? В): ANN COFYN 
1 
В 


_ В 


В (“4 +пВ+ Г ) 
azn А+ уп 


— (4-пВв) . 
因为 ВМА, В М- А?+2пВ— B р= [М (4 – 
пВ)Д/В, ЩЕ р М- (А-иВ)?. Н, 5 С= – А+пВ, И 
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可 得 到 的 标准 形 . 
比较 有 理 部 分 ,得 到 
59g， = А,р, -,+ Вр„_,. 
比较 无 理 部 分 ,得 到 
3р,.,= Ann- t Baana. 
第 二 个 等 式 乘 以 六 ， 减 去 第 - -个 等 式 乘 以 94，, 即 可 得 到 结论 


80. (+1,0),(+4,+3){ У + | x 为 渐 近 线 的 双 
НН Е. pa+5kb,3ka+pb Ethik 3x — 5у2=3 上 的 充 要 条 件 ， 


是 3 фа+5кЬ):— 5 (Зка+рЬ}=3, 

即 (3р2 — 45? Jæ — (5р2 752)? =3 ， 

即 За – 562= 3, 
是 么 模 变换 . 


矩阵 之 积 为 ( 9 ; -所 以 这 个 变换 使 二 次 型 保持 不 变 ， 


ШЦ 的 一 个 自 守 变换 ,对 于 适当 的 乘法 ,这 个 对 应 关系 
一 个 同 构 „р? 15? = 1 的 解 都 是 最 小 解 的 虹 ; 它们 构成 了 一 个 
Я 
‚ р-а =1 , 则 


С, В 本 
И n) ( —b ak p 0 -b ’ 
因此 (кор) (х,у) (2 S) Жас Бр А В 


р ak 
р 


形 如 p+kV ab 的 数 的 集合 是 同 构 的 ,所 以 这 种 矩阵 的 每 个 客 也 
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有 矩阵 乘法 的 形 如 (ы ) 的 矩阵 的 集合 ,与 具有 乘法 的 所 有 


是 一 个 自 什 变换 . 
82, рї=,ВДАр= їз. #р= 5 „Ш (у), 可 设 3r= 50= 
15k ,得 到 第 一 种 自 守 变换 形式 .车 p= 5, 则 由 (У) ,可 设 3r= 
一 5g = 一 15k ,得 到 第 二 种 自 守 变换 形式 . 


历史 注 记 


Pythagoras 学 派 在 公元 前 约 550 年 就 已 经 知道 平方 根 的 无 
理性 了 .在 Euclid 的 除法 算式 (公元 前 约 300 =), AA TAR 
连 分 数 的 概念 . 约 在 公元 500 年 ,印度 数学 家 Aryabhata 曾 使 用 
连 分 数 去 解 方程 ах + by=y. 某 些 二 次 无 理 数 的 循环 连 分 数 ,在 16 
世纪 已 经 知道 了 .1665 年 ,John Wallis 在 他 出 版 的 书 中 使 用 了 
“ 连 分 数 ” 这 个 名 词 .1685 年 ,他 又 指出 如 何 使 用 连 分 数 去 得 到 某 
些 无 理 数 的 好 的 逼近 ,我 们 这 里 所 用 到 的 连 分 数理 论 的 绝 大 部 分 ， 
在 1795 年 出 版 并 且 附 有 Lagrange Ж ИЯЧҮЛ. .Euler 的 著作 Algebra 
中 都 可 找到 . 

1657 年 ,Fermat 宣布 当 4 是 非 平 方 数 时 ,方程 x 一 d=1 
有 无 限 多 个 解 .Euler 错误 地 认为 Wallis 的 书 中 所 给 出 的 一 个 方 
法 是 属于 Fermat 的 同 代 人 John Pell ,这 个 方程 的 惯 РИ 
从 这 个 错误 而 来 的 “Еегтас 方程 "应 该 是 这 个 方程 的 更 合适 的 名 
称 .1765 年 ,Euler AM Sd 的 连 分 数 得 到 方程 习 一 d=1 的 
一 个 解 ,但 这 个 方程 的 全 部 解 则 是 Lagrange 所 确定 的 (1769, 
1770 ) .1842 年 ,G .P ,L .Dirichlet 根据 对 Gauss 整数 环 上 的 一 
次 型 的 分 析 ,确定 了 不 定型 的 自 守 变换 . 
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С ЛЕНИЕ 


= жа іп 


1， 哪 个 整数 离 V2 最 近 ? 哪个 整数 离 V3 最 近 ? 
2， 设 x 是 实数 . 那么 对 于 x 一 [x] 的 值 能 有 什么 估计 ? 是 否 必 


Ни, Ин-т < y? 若 x 是 无 理 数 , 这 个 不 等 式 能 否 改 
进 ? 


3， 在 数 轴 上 标 出 所 有 凝 点 以 及 它们 的 中 点 + су, 数 轴 上 
的 任 一 点 与 这 些 点 的 最 近 距离 能 有 多 么 大 ? 


1 


求 整数 тык 9 а 


1 
v27” 


< 


1 1 
<q N5 -7t 


对 于 任意 实数 x, 是 否 必 有 整数 m, 使 得 


-A 1, 
4. FAA En, ТЕЙИШ ЕН л. па тои. 
数 轴 上 任 一 点 与 这 些 点 的 最 近 距 离 能 有 多 么 大 ? 


1 1 
в. У 


求 整数 m 5k ,使 得 
КА 一 т 


1 
<—. 


6 


< 
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| | 
对 于 任意 的 无 理 数 v ,是 否 必 有 整数 户 ,使 得 一 二 н 
. | ` 


1 
—? 
ra 


1 
и = m 


5， 对 于 任意 的 无 理 数 a ,是 否 必 有 整数 六 ,使 得 3 


< 本 ?区 间 [1, 习 中 .与 点 1, 地 ， 或 2 的 距离 小 于 чу 的 
那些 点 所 构成 的 区 间 的 总 长 度 是 多 少 ? 

ЖЗ а, 使 得 对 于 任意 мени | тр. 

6. Ша 是 无 理 数 , д 是 给 定 的 正 整 数 , 是否 总 存在 整数 ,使 


1 


ah- |< тамыр. вар Z |- у 
7. 用 袖珍 计算 器 计算 六 /2 一 ] (= 1 ， 2,11) 


到 二 位 小 数 , 这 十 ны 为 什么 对 任意 整数 
,它们 都 不 取 什 市 k? | 
证 明 这 十 -个 数 中 的 每 .个 都 恰好 属于 开 区 间 (o. -T ) 


(55 2, ). я (5 прве. 

在 这 些 数 中 , 选取 属于 同 … 开 区 间 的 两 个 数 , REND. о ， 
ИН -P< тс. 

8. 用 问题 7 的 方法 , 求 整数 ,9 ,使 得 8Y3 <. 


这 个 方法 能 否 保证 gq< 10? 
9. 推广 问题 7 与 8 的 方法 证 明 : 对 二 任意 的 无 理 数 x 和 任意 


РЕЖ т, 可 以 找到 整数 p 与 9, 使 得 lgx- 川 < = H 
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0<а<п, 


ТО, 利用 问题 ШЕНЛ. 对 了 任意 的 无 理 数 a 及 任意 给 定 的 正 


ТЫРС ГТ ева 全 |- носон. 


q 


< 


Farey % Я 


ПТБ ВРК п 的 有 理 数 的 密集 情况 , 我 们 来 研 、 
究 问 题 8.13 中 的 Farey 数列 F, : 


p2 11 12 1 32 34 1l 
5 Т 54 35 2 53 45 1 
p9 111 12 1 32 345 1 
6 l 654 35 2 53 456 l 
p?11112123143253435%61 
7117654735 72753745671 

ЖЕ, 中 的 项 数 与 1+p (1) + (2) +Ф (3) +0 (4) +0 (5) 
比较 . 

НЕ, 中 的 项 数 . 

证 明 你 的 猜测 . 


12. 设 F 与 Р; 是 一 个 Farey 数列 中 的 相 邻 项 , 求 以 (0， 
0), (5 ,a) ，(d ,Cc) 为 顶点 的 二 角形 面积 . 参见 问题 8 12 
13, e ЕТЕ, № .个 Farey 数列 中 依次 相 邻 的 =: 项 ， 


№ 0= (0,0), А= (Б. а), С= (4, с) Е= (f, e), ЖЕЯ 
ОСА 与 OC 的 面积 . НЬКУЧЕНАБЕОС ЖЕ 
ВНЕ, 为 什么 АН=ЕК? 
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在 关于 HK 的 中 点 作 半 周旋 转 之 后 , О, 4 及 巨 的 像 的 坐标 


是 什么 ? 推导 = 也 二. 将 本 方法 与 问题 8.14 作 比较 


14. 设 F 55 是 Farey 数列 FF 中 的 相 邻 两 项 , 证 明 三 角 
形 (0,0), b.a), (b+d, а+с) 5 (0,0), (а, с), (b+d, а+с) 


面积 都 是 了 ， 并 求 最 短 的 Farey 数列 , 使 得 如， 


b+d › 
为 其 依次 相 邻 的 三 项 . 
为 什么 一 定 是 bt+d>n? 


aje 


15. Фа, Б, c,d 是 正 实 数 且 7, < < ‚ 用 几何 方法 证 明 : 


а 2 ас <£ 
b b+d d’ 


而 且 , 对 于 任意 的 正 数 xz, 有 


а аи с с а а+сь с 


b < burd Sd в < Буа а 
将 你 的 证 明 与 问题 10. 16 作 比 较 . | 
16, 给 出 下 述 结论 的 代数 证 明 或 几何 证 明 : 对 于 任意 的 正 实 


а с а аи+ со с 
жы 一 — mi 
Жа, Б, с, а.и, о, # р <= , 则 | Б < 


Би S а 


Жа, b ,c,d 是正 整数 , ВА, 在 Ы -G 之 间 的 有 理 数 


是 否 都 是 -名 二 全 WER, фи, о 是 适当 选取 的 整数 ? 


17, Я 5 Ж Farey 数列 F 中 的 相仿 两 项 , 则 称 
+c Е i 
53-7 是 它们 的 中 项 
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а 


考察 Farey 数列 Е, Е , ЕЁ е» 证 明 第 一 个 出 现在 b 


5 = 之 间 的 分 数 是 它们 的 中 项 , 并 且 


1 


а+с а 
< Чи). 


b+d b 


< 1 | _ ate 
Spat+1) Па b+d 


18. УЖА P Ку. Fo Fu F AIAI 
8]? 


对 每 一 种 情况 , 确定 一 六- 比 这 两 个 项 的 中 项 大 还 是 小 ? 


у 一 


对 于 7 2 ,3 ,4,5 ,6 ,7 RAMBLE ， ив 2 -了 
| у? 

< Бу | 
19. 设 x 是 0 与 1 之 间 的 任意 实数 , 是 否 一 定 存在 整数 , b, 


‚ Н. А<п, 


wa h- а < 机 , 且 5<73 


20， 对 于 给 定 的 正 整数 ”及 0<w 和 1 ,为 什么 存在 整数 a ,Ь, 


, а | 、 
使 得 一 全 | ту ЗН Ь<п? 


21. 说 明 上 题 中 的 条 件 0 和 xs< 1 可 以 去 掉 的 原因 . 
22. 利用 问题 20 给 出 问题 10 的 另 一 个 证 明 . 


Hurwitz © 理 
到 目前 为 止 , 我 们 已 经 用 两 种 不 同 的 方法 证 明了 : 对 于 任意 


无 理 数 a ,存在 整数 p , 9 ,使 得 b- 2 k ч-т. пения 
- 282. 


是 这 个 条 件 的 有 理 数 z 有 无 限 多 个 , 随后 , 将 看 到 如 何 利用 а 
的 连 分 数 的 渐 近 分 数 求 出 这 些 有 理 数 , 并 改进 已 有 的 逼近 精确 度 
23， 对 于 正 整数 0 = 1 ,2 ,3 ,4 ,5 中 的 哪些 数 , 存在 整数 v ,使 
得 | 2 - |=? 
24. Жо 等 于 有 理 数 T , 此 处 gcd (p,qg) =1， 证 明 对 


于 任何 非 零 整数 a, РОВ =T =x 的 除外 ), 都 有 
| 1 
х-а|> —. 

q 


25, & 


„1“ |< 5. Ва 不 是 有 理 数 , 利用 问题 20 并 适当 


选取 n ,证明 可 以 找到 整数 p,g ,使 得 x- + |< z , 而 且 


.证明 存在 无 限 多 对 整数 a,5, 使 得 


b 
26, їйр,_|/4,„., 5р, 4, 是 无 理 数 x 的 相 邻 的 渐 近 分 数 , 利用 
介 于 这 两 个 渐 近 分 数 之 间 的 事实 , 证 明 
a= Pu -< 

Фф | 4-4. 9 
27， 对 一 1 .2,…, 30, 用 计算 器 计算 V3 [и ГУ |)п 
的 值 到 三 位 小 数 . 


将 这 些 数 值 与 |J3 - г 做 比较 其 中 加 分 别 取 


a 
tki 


< 


V 的 前 五 个 渐 近 分 数值 
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а, ПОЗ — [г< y ВЗР а. 
28. 1йр,/4„Җр„./4„,, 是 /2 的 相 邻 的 渐 近 分 数 , 使 得 


М евр вао. 
利用 问题 10.24 м | 
1 > (+ 1 ) 
qq 29 Ga J? 
由 此 推出 0> @, 一 9 )， 但 这 是 不 可 能 的 ， 
证 明 存在 无 限 多 个 有 理 数 2 使 得 i er 


фр 与 9 ER. 
29. 对 于 任意 的 无 理 数 x , 证 明 它 的 任何 两 个 相 邻 的 渐 近 分 


数 中 ,至少 有 一 个 满足 不 等 式 у, 并 由 此 证 明 ,在 


[< 
4 


在 无 限 多 对 互 素 的 整数 p, 9 满足 这 个 不 等 式 . 
30. @) р, 1/4, 1 与 ,V9 是 V2 的 相 邻 的 渐 近 分 数 , 使 得 


| 
_ Бер | І Va Р, hea 
Gd 之 一 产 一 ， 一 一 „2 
. М2 4,-1 | V5 4, V5 
利用 问题 10. 24 证 明 


| > 1 | + 1 
4,19, С VS 4, Ф | 


并 推出 


等 号 为 什么 不 能 成 立 ? 
Gi) 对 于 x>0 НН у=х+ 一 ПЕ. Жу<,/5 „хяр 
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什么 值 ? 证 明 : 当 x>1 具 y У, х а (/$ +1), 


即 一 > > (V3 —1). 

ОВА, иа ву, Souvan EI RENREN 
渐 近 分 数 , 使 得 |V2 рие > М5 (=п-1, п, п+1), 
利用 () 与 但) 证 明 


1+ л > Q5 +!)> фа. 


利用 在 问题 10.13 中 得 到 的 9 4, 与 4， 的 关系 式 , 导出 
ХФ. 

31. 对 于 任意 的 无 理 数 x, 证 明 它 的 三 个 相 邻 的 渐 近 分 数 中 
至 少 有 -- 个 满足 ix 一 Pdl< 1/V/5 Ф. 并 由 此 证 明 存在 无 限 多 对 
互 素 的 整数 p , 9 满足 这 个 人 不等式. 

(Hruwitz ЖИ) 

在 以 下 两 个 问题 中 , 我 们 将 证 明 , Hurwitz 定理 中 的 /5 是 
使 这 样 一 个 定理 成 立 所 能 取 的 最 大 数值 . 


32. Ж- 5 + DREAM. 


. 、 | р 1 ， 
ле 一 -一 - | 一 一 一 一 В 
33. (1) Ж > (V5 +1) 4 a 证 明 


р?-р9-@= Ме |5 /с. 
位 ) 对 于 任意 的 非 零 整 数 户 ,4 . ПЕВА р ра 420. 
бй) с> V5 , WEH 


1! V5 
Е -<l 
с“ с 
对 于 充分 大 的 9 成 立 . 
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Civ) AMC), (ii), (Ш) 证明: € с> s . W E 
LoT +l- #-|<—— уй Р 至 多 是 
7 5 +1) 6 |< т 成 立 的 有 理 数 q 至 多 是 有 限 个 . 


Liouvile Е 理 


直到 现在 , 我 们 一 直 致 力 于 寻求 无 理 数 的 好 的 有 理 有 逼近 , 以 
及 确定 利用 相应 的 连 分 数 的 渐 近 分 数 所 可 能 达到 的 逼近 精确 度 . 
在 本 章 的 余下 部 分 , 我 们 将 看 到 , 对 于 一 类 特殊 的 无 理 数 (代数 
Жо), 即使 是 最 好 的 有 理 逼 近 也 不 能 达到 特别 高 的 精确 度 . 


Щу =x- 2 的 草图 并 证 明 : 当 1<p/g<2 时 ， 
lp/g -2 2_ 


p/a- V21 ` 
推导 | -vi Q-V2 )/24?. 


说 明 这 个 不 等 式 当 p/g 不 在 1 与 2 之 间 时 也 成 立 的 原因 . 证 
明 对 于 一 切 非 零 整数 p ‚Ч, р/а (Го |> 1/49. 

35. 对 于 哪些 正 整 数 p,g ,有 |p/g 一 2 |< М4? 

对 于 任意 正 实数 c , 证明 使 jp/g Го |<с/ф 成立 的 互 素 整 
数 对 p,q 至 多 有 有 限 对 ， 

36. Н у= х?— ЗЕ, 并 利用 问题 34 的 方法 证 明 : 对 于 
Ер. 4 ,总 有 |p/g-V3 2-3 )/ф>1/5@. ЖР 
任意 正 实数 c , ПЕНИЕ p/q- V3 |<c/q 成 立 的 互 素 整数 对 p , q 
至 多 有 有 限 对 . 

37. 8 у= 2х 1 的 草图 , 并 证 明 对 于 正 整 数 p, д, 总 有 

Ip/q ~p/g~ 1|> = . 
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证 明 
joy -wa- -| А 


ра 05 ы] У 


推导 |a- VS +1] 58-5 У2ф> 3 | 

38. ЕВЯ У 是 无 理 数 , 进而 推出 : 对 于 任意 的 正 整数 p ,4 ， 
ИСР = 

ын у= х'—2 HRR, 并 证 明 当 1< Т <2 时 ， 


p/g -2 
Р/4— 4) 


Е [р/а – Уз @— {> 0/64 > 5 >. 
说 明 对 于 任意 的 正 整数 P ,4 4 |р/4-— 37 |> Ti 成 立 的 
RA. 证 明 满足 lp/4g - 31< ог WERBEN, d 至 多 有 有 


限 对 , 以 及 , 对 于 任意 给 定 的 正 实数 c ,满足 р/а JT 
的 互 素 整 数 对 P, 9 至 多 有 有 限 对 . 

39. ШИ 3 (2- 3 ) 是 无 理 数 , 进而 证 明 它 是 方程 
9х3 — 182+ 12х-2=0 HHE- KR, 

利用 这 个 方程 没有 有 理 根 的 事实 , 证 明 对 于 任意 的 整数 p , 4, 有 

ө. 187 +22 -J> 工 
Ф 4 

Ну = 9х) — 1802 ао 2 40 < x<1 时 的 草图 , 尽量 男 得 
仔细 一 些 . 

推导 
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|+- @- уз |> @- уз Убе. 
证 明 对 于 一 切 正 整数 P，9, 有 


| 3 1 
|21- z -J2 | == А 
进而 推出 , 对 于 给 定 的 正 数 <， Д 2 0-3-5 


成 立 的 互 素 整数 对 p , 4 至 多 有 有 限 对 . 
40. 设 x 是 满足 整 系数 方程 


а,х"+а, X" 十 二 axX+a=0 


的 无 理 数 , 其 中 心地 0 , 并 且 x 不 再 满足 任何 低 次 的 整 系数 方程 ， 
证 明 对 于 任意 的 正 整数 д 与 任意 整数 p ,有 


n no-l 
а, £- +а,_ г +... +a 2. + а> L . 
4 1 q 4. 
这 样 的 数 a 称 为 n 次 代数 数 . 


人 


41. 设 f ЕЗГЕ, x 是 它 的 一 个 零点 , 那么 由 中 值 定 


理 知道, 对 于 任意 的 实数 b 关 x , 必 有 某 个 x 使 得 Ор), 
х й ась, b <a < a Ш OE AI 
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A 


|- ан ЕЕЕ 可 < <а+ 本 


时 , A |Ь—а|>/ ФИА ЖГ. 
42. о 是 (n>2) 次 代数 数 , 证 明 存 在 正 实 数 4 ,使 得 对 于 


一 切 整数 p 与 一 切 正 整 数 9 ,有 jpg 一 叫 > l . (Liouville 定 


Ад” ~ 
ош) 
| I | | 1 
Ж = 一 -一 一 一 一 ~ 一 一 — -一 一 一 一 ... 
43. х= Тот + 07 + тот + гоя +..., 
ИП 
ЕС | 1 1 
0 t 107 + To + Tow + 
再 设 
дот о, | 1 


Pa l! d€ _1_ 
q, 101! 102! teet 10"! ， 
其 中 p, 54, LE. 求 p, , фо. Ф.Р 4: 9,. 
证 明 
- 2L +1 ! ,1 .10 
< 10 108 1010779 
и 
9 10 < 9° 
p, 1 1 | _ 1 l0 11 
Оса < 0 т 0 a 9 Т0 
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Р, 1 1 1 I 10 1 1 


eg < т” 102 + 10775 "у-у 9 ср 
< —— 
+ 
以 及 , 最 后 有 
р, 1 1 1 10 
0О<х- а, © 1017 + 109-11 += 10 Ок 9 


证 明 : 不 存在 使 问题 42 中 的 不 等 式 成 立 的 n 和 有 4， 所 以 a 不 
是 代数 数 . 
一 个 实数 若 不 是 代数 数 , 则 称 为 超越 数 


注 记 与 答案 


参考 书 见 书目 : Niven (1961). 


— 1 
1. V2 -1< 了 了 ,2-V3 <. 
2. О<а [9] <1. Ж -- <х- [о] а] +1-а< -yE 


х 是 无 理 数 , я л (п 是 任意 整数 ) .于是 存在 整数 ,使 


ЕРЕ . 
1 /一 3 1 п 
И 一 一 一 — —— — 一 人 一 一 = — 
3, 4 172 5 |< л, М5 -站 < Ех 了 


(п 是 奇数 ) 的 情形 . 


О 


ы 


1 5 
<% |» -з 
是 的 , RAI TEE п, о. 


э-н 1 ‚2 2 3 
5. 不 是 , 例如 当 ч << 可 时 .村 .例如 . 


6 因为 x 属于 其 个 区 间 ( 如， nt ). NESEN 


点 的 距离 小 于 了 ， 因 此 存在 p ,使 得 


gqg>2, 则 


д Ё. < # 
4 24 


2т+1 m ги 
24 4 24 P ` 


7. Ш тип 但 mV/2 -[п,/2 |=т,/у-[т,/; ], 则 V2 
= @,/2 ]-[mwv 2 ] ит) ГАНК #п,/у [и | 
ЕЕ 7 
V2 ~[V2 156/2 –16,/5 ] 都 在 0.4 与 0.5 之 间 , 所 以 

16/2 -8)- 0/2 -D< т. BVZ -7<-у. 


2/2 -12/2 157/2 -[7V2 ] 都 在 0.8 与 0.9 之 间 ， 
所 以 


1 1 
IOV2 -9)-CVI -2)1< 9. SVZ -1< тс. 


ИСЕ ТЯ 
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9，n 十 1 个 数 ia [№] (=1,2,..., n 十 1) 落 在 n 个 开 区 间 


( +) @=1.,2,..., п), 所 以 有 两 个 落 在 同一 个 区 间 
内 . 设 它们 对 应 着 ;= 六 大 , Ж ya- [ja] – о [ka] |< 二 , 此 即 
所 需要 的 结论 . 

10. 在 问题 9 H, 0< 7 ,kg<n+t+] ,所 以 J 一 Kn， 从 而 存在 


整数 p ,9 ,gn ,使 得 | ga 一 p |< L, 此 时 


„— |< = 
4 ng 4 ` 


11. RFF, 但 不 属于 Р, 的 项 , 是 全， 其 中 ged (k, 


n+1)=1, 恰好 有 wp ОЛЯ k, ТЫ Е, ЕЕ, & 
с (1+ ПЖ, 由 此 及 归纳 法 可 得 到 Е, 所 含 的 项 数 . 
1 


12.5. 


13. ОСА 的 面积 等 于 OCE 的 面积 , 都 是 -7 . 


倘 著 把 这 两 个 三 角形 都 看 作 以 ОС 为 底 , 那么 从 А A E 到 底 
边 的 高 相等 . 设 4E 与 OC 交 于 MM, 则 三 角形 4MH 与 EMK 


全 等 , 所 以 HK 的 中 点 是 4E 的 中 点 ,关于 点 М= (5 0+7), 


L (ate) ) 的 半 周旋 转 使 Ж Е ВНЕ, 并且 把 О 点 映射 成 


а+е с 


Ctf. ae), МАХ M HEOC E, ЭНА ут =g. 


14, 三 角形 0,0) , b,a), @, ONERE >, FAN 
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№ (0,0), (6, а) 6+4, a+c), (d, c) 的 面积 是 1, 而 且 问 题 中 
的 两 个 三 角形 各 占 平行 四 边 形 的 一 半 . 这 三 项 在 Farey 数列 F,，, 
中 是 相 邻 的 ; 因为 在 连接 (0,0) 与 (+d , a+c) 的 线段 上 没有 另 
外 的 格 点 , 所 以 它们 不 可 能 同时 出 现在 前 面 的 Farey 数列 中 . 


若 5+ dg<n ,那么 + 与 Р; AREF, 中 的 相 邻 项 . 


15. 连接 (0.0) 与 @+ d, a+c) 的 线 自 是 以 (0,0), (b, oj 与 
(0,0) Cg ,c) 为 边 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 . 连接 (0,0) 5 фича, 
au+c) 的 线段 是 以 (0,0) (bu , аш) 500,0) (d, ) 为 边 的 平行 四 
边 形 的 对 角 线 . 

16, 当 0<k<1 时 ,对 于 任意 实数 r,s , 数 各 + 0 一 上 5 将 它 
mi E 的 比例 分 开 . 而 且 它们 之 间 的 任 一 数 都 是 


kr 十 (1 一 k)s (0<k<1) 的 形式 ，( 见 问题 9.31). 


现在 , 有 
a bu + [1 bu _ au+cv 
b butdv d butdv | аи+ао ` 
而 且 , 由 于 a 6, с, d, и, ЖЕ, 所 以 
Би 
0< ағар <: 


F riy 5 EARR, 那么 在 它们 之 间 的 有 理 数 都 有 kr+ (| 一 k )5 
的 形式 , 此 处 是 有 理 数 日 0<k<1. ЖК RAEM, 而 且 b 和 4 


也 是 给 定 的 整数 , 那么 , 为 了 证 明 二 与 -了 之 间 的 有 理 数 都 具 


u dk 
可 . 


17. 设 万 与 可 是 某 个 Farey 数列 的 相 邻 项 , 则 由 问题 
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12, = 0,0), (6 ,a), (4. ОБН ВР 与 全 
是 另 一 个 Farey 数列 的 相 邻 项 , 则 三 角形 ,0)，@, а), a ,了 ) 的 


面积 也 是 了 . 因此 , 若 号 与 ЖИ с 大 或 都 比 它 小 Я 


么 连接 (d , c) 与 (9 ,p ) 的 直线 平行 于 直线 (0,0)(b , а). 由 于 在 


а+с 


(4 ,c) 与 (b+d,atc) 之 间 没 有 格 点 , 所 以 БЕД 是 Farey Ж 


列 中 介 于 ы НИМ 


а+е ajļ_ bc—ad 1 < 1 
+4 Ь b 6+4) b (+4) © Ь(п+1)` 
1 1 2 1 
18 一 < <l, = < <] 
20/2 3 V2 
22.5 
3 J 4 3 [2 7“ 
1 | а 
. А ш 2 = 
Е. : 2 < J2 <1, 大 于 中 项 . Ь Г. 
2 1 - а 2 
Е, ; —— 一 — = — 
3 < 75 <1, 小 于 中 项 Г 3 
2 1 3 - a _ 2 
Е,,Е, Р: у < 2 < 小 于 中 项 b 一 3 
2 1 5 а 5 
. 2 -二 项 一 一 一 
:< 75 < 本 ,小 于 中 项 . 也 = 5 


19， 是 的 , 因为 根据 问题 17，0 与 1 之 间 的 每 一 数 + 总 是 
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与 Farey 数列 Е, 的 某 一 项 之 差 小 于 5 


20 0 与 1 之 站 -个 数 总 是 与 Farey 数列 F, 中 的 
21, 对 于 任意 кй , 存在 整数 a ,b ,使 得 b<n 并 且 


1 


d 
e= < Tarl) 


因而 
_ Ва] +а 1 
| b |< виж) 
23 1,2,3,5, 
24. щряча 时 ， 


之 


bp -aj |299 
q q 


1 
т. 
25, я» алхан, 所 以 | $ |>0, 因而 存在 某 个 整数 
n, Eaa- 2 >. 


根据 问题 20 , 存在 整数 p ,g ,使 得 


Ри 
Е |< а (+1) < < 


EA |a- _|< = . 这 个 过 程 可 以 反复 进行 , 从 而 得 到 无 限 多 


>% Са , ља -| 261—4 - l 
у 4, 入 |; 4,4,1 4,2,1 


295. 


并 且 


>ja- Pai | , 


dg- 


Pa Pan 
4, 4,-1 


27. 0.414 6.120 14.668 


1.657 11.647 2.479 
0.728 5.002 12.119 
2.627 11.186 22.587 
0.355 3.198 8.883 
2.912 10.039 20.008 
6.296 0.708 4.962 
2.510 8.205 16.743 
6.551 16.531 0.354 


1.421 5.685 12.792 


з =. Я. MENNED AE 二 о, 
ál 
29 · 
2 -p/q = 0.414 ,0. 343, 0.355, 0.353, 0.354. 
28. 因为 V2 在 它 的 相 邻 渐 近 分 数 之 间 , 所 以 


4, dari 


-| р, Ра 


у dasi 


这 说 明 , 两 个 相 邻 的 渐 近 分 数 中 , 至 少 有 一 个 满足 条 件 


р 1 
М -lar 


29. 将 V 2 换 成 任意 无 理 数 x , 问题 28 的 推理 仍 是 正确 的 ， 
30. ()./2 在 它 的 两 个 相 邻 的 渐 近 分 数 之 间 , 由 此 , 与 问题 
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28 的 证 明 类 似 , 可 得 到 所 要 的 结论 . Ара, 与 9 都 是 整数 ， 
所 以 等 号 不 可 能 成 立 , 


Gi)y=x+ 二 是 以 x=0 与 y=x 为 渐 近 线 的 双 曲 线 , H 
+15, Mxs 十 (V3 +1, 而 且 , 对 于 这 两 个 数值 
之 间 的 x 值 ， 有 x+ 二 <V3. 由 于 5 (5-0 <1<5 
5+1), MAR х> 1 Н. у 5 . 则 x< 方 (V5+1), 这 


. l 1 
与 一 > > (V5 =D Ж. 
Gii) 由 G ) 得 到 


4 нло Ф 
/ > 十 -L 且 > і 十 一 一 . 
У 5 4,-: 4, У 5 4, azi 


由 于 In > Qa > 9,121, 所 以 ， 由 得) 推出 
аа y L о -日 日 fen < 本 (V5 +1). 
„72 VS 2 

是 1+ Aa >, 4+ 4,1> 4,1. #9, 124,4, +4, 


其 中 qu> 1 ,这 就 出 现 了 矛盾 
31. Жа 代替 лт, 上 题 的 推理 仍 成 立 
32. [1,1,1, f] 


33, (1) (0-8 И 
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1 _ 4? 
у ит КУЕ =p -p+ -4- 
1 vV 


+ 
Cg c 


(1) # p-p- 4=0, ЇЙ (2 )-2 -1=0, Ж 


=p руф. 


=> 


р 1 =, — | 
六 = 了 (1/5 ) ,这 与 VS 的 无 理性 镍 盾 . 
VS 
GD Ee yF Ме [1- с в. 
-l< L + v> <l. 
с с 


бу) # c> /5 НЯНИ, ВН Л 9, 应 该 有 
—-1<р?-р4-9<1. 但 是 p 5 q 都 是 整数 . 因此 天 -pg 94 也 
是 整数 , (п) неи, 这 个 条 件 是 不 能 成 立 的 . 


ЧР 是 5 +1) 的 前 上 个 源 近 分 数 之 一 时 , ЖО) 


中 的 “是 有 好 处 的 . 

此 处 的 推理 可 用 于 对 一 类 实数 的 逼近 , 它们 的 连 分 数 中 , 除 
有 限 项 外 , 都 是 由 数码 1 组 成 的 . 

34. V2 是 死 理 数 , 所 以 不 存在 整数 p,q 19р 24-0, 
因此 | 


2_ 2 
уе-т-|? 24 > 


7 
对 于 1<xg2, ЕС, x-2) 5 (2 ,0) 的 弦 的 斜率 当 
x 二 2 时 取 最 大 值 . 


对 于 任意 的 有 理 数 < x0 ,存在 介 于 1 与 2 之 间 的 С. 


t 
t’ 


得 
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р реу эле. 


1 
9>8=3>2\/2 = 一 4-2V2 >1—2- 2 >. 


£ 
q 


由 此 可 以 断定 , РА ERMAR т 


的 一 个 邻 域 去 掉 , 则 VY 2 不 会 被 去 掉 ， 
35. 由 问题 34 知 ,9<4. 苦 9=t , 则 p=1 或 2. 若 4=2，, 则 


- 1 
=з |5 -Vi|S|3 -vz акт эт. 


由 问题 34 知 © <4 ,所 以 4 至 多 可 取 有 限 个 值 . 设 


与 


п= Га + и | , 则 只 需 考虑 在 + ла 之 间 的 那些 p. 
36. 对 于 1<х<2, Ех, 2-3) 与 (V/3 ,0) 的 线段 当 


>L., HH 


x=2 时 有 最 大 斜率 них | -3 2 


|2. -/з|>@-у/з ив. 


由 81>75=>9>5V3 =10—5,/3 >152-/3 > ! 


5 . 


— 1 а. 
是 aE > 一 5c>9 ,因而 只 需 考虑 有 
限 个 整数 4 


37, Неа ЭМЕ e- DS y з +) 
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的 线段 的 斜率 当 х=2 时 取 最 大 值 , 因而 都 不 超过 


[тз | 


49>45=>7>3V5 >9-3/5 >2= 地 G-Vs )> - | 


请 将 本 题 结 果 与 问题 33 比较 . 
38. 设 Уз 等 于 某 个 有 理 数 ， 它 的 素 因 数 分 解 式 (问题 10. 5) 
жЕрарї ри, Mi 


2=рүар, ер, 

但 这 是 不 可 能 的 ， кк БЕРЕИН, 4 ,总 有 pp 一 2g; #0, 
№ p/o – 2|> =. 

у= х2 的 图 形 , 当 1 <x<2 时 是 目的, 因此 , 在 此 区 间 中 . 
连结 (V2 ,0) 与 (x ,w 一 2) 的 线段 的 斜率 当 x=2 时 取 最 大 值 , 从 
而 都 是 小 于 或 等 于 6/ QQ 一 7 ). 

27> 16=>3>25/2 =4-2Y2 > 1-24 1237) >6 
I у у. 

再 仿照 问题 35 作 其 余 的 论证 . 

39, 车 0-7) = ани, 那么 узу = 2 一 3 就 成 
了 有 理 数 , 这 与 问题 38 ЖЕ. 

НЯ (2-3)'=2, МЫ- 277+ 54"? - 36r+8=2, 
9” 182+ 12r 一 2=0. RIIK ЖЖ у= 9° 182+ 12х-2 0 
形 . 由 于 

Æ xX- 36х+12=3 (3-20, 
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曲线 的 斜率 总 是 非 负 的 , 所 以 它 与 x 轴 仅 有 一 个 交点 . 因此 方 称 
?=0 不 存在 有 理 根 , ВП 9р? – СА 12р/4— 20. 


що<х< = 时 曲线 是 凸 的 , 当 — <x< 工 时 曲线 是 凹 的 . 


方程 的 根 接近 于 0.25 .所 以 当 0<x< 1 时 ,以 ла 2-5 н) 


和 (0, — 2 ) 为 端点 的 线段 有 最 大 斜率 . 这 和 问题 38 HR КИ АА 
斜率 相同 , 以 后 的 推算 也 是 类 似 的 . 
40， 显 然 , 此 处 所 涉及 的 , 是 一 个 整数 除 以 gq”, 因此, 只 需 证 


НХЛ РА ECER, 那么 有 理 数 = 就 是 方程 的 根 ， 


因而 这 个 多 项 式 有 因 式 px 一 g ,x 就 满足 一 个 次 数 为 n 一 1 的 方程 
Г. 


, у (6) 
41. А> у к> ар 


42. РЕЛЕ p 5 д, 存在 整数 p ,使 得 x 一 <р'/4 
<а+ e ‚юа. # Z T 不 属于 这 个 区 间 , M 


|2 -中 р 
q 


因此 只 需 考虑 全 属于 区 间 BE 9+ = [ви ГС) 


аен ян («)=0,1@ } (x) ЕЖБА тв 
А. 先 用 问题 41, 再 用 问题 40 即 可 得 证 . 
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历史 注 记 


问题 9 的 证 明 使 用 了 P.G.L. Dirichlet № “38 ШИШ”: 苦 将 
п+1 ЖКА n ЕАН, 则 至 少 有 -个 集合 含有 其 中 的 两 个 
或 两 个 以 上 的 元 素 . 1891 年 ,上 .Hurwitz 利用 Farey 数列 , 而 不 是 
利用 连 分 数 , 证 明了 他 的 关于 无 理 数 的 有 理 般 近 的 定理 . 1903 年 ， 
Е. Borel 指出 . 无 理 数 的 连 分 数 的 每 三 个 相 邻 的 渐 近 分 数 中 , 至 少 
有 一 个 满足 Hurwitz 定理 中 的 条 件 . 我 们 这 里 的 证 明 , 是 由 
O.Perron (1910 ) 给 出 的 . 1851 Æ, J, Liouville 构造 了 第 一 批 可 
以 给 出 证 明 的 超越 数 . 1873 年 , С.Н ermite 证 明了 数 。 的 超越 
性 , 而 在 1882 年 , F . Lindemann 则 证 明了 数 л 的 超越 性 . 
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Andrews, G . E . , Number theory, Saunders 1971, К 
第 十 二 章 与 第 十 三 章 是 关于 分 拆 的 内 容 , 可 与 我 们 的 第 七 章 同 时 阅读 ， 
Вей, Е Т .,Тйе last problem ,Gollancz 1962. 
Ж T Н Fermat 的 信件 以 来 的 文献 资料 , 很 有 意义 . 
Bolker , Е.О. „Elementary number theory, Benjamin , 1970. 
使 用 了 群 , Ж, 域 的 知识 : 可 与 我 们 的 第 四 , 五 , RAAR. 
Butts , T. , Problem solving іп тавнетансу , Scott— Foresman , 1973 . 
一 本 初级 读物 , 适 于 作为 预备 知识 , 可 与 我 们 的 第 一 章 同 时 阅读 . 
Chrystal ‚С. , Algebra (П) , Chelsea 1964. 
某 些 章节 可 与 我 们 的 第 七 章 和 第 十 章 同 时 阅读 . 
Davenport , H . , The higher arithmetic , Hutchinson , 1968. 
FREF ВЫ ВХ ВНИИ. 


Dickson , L , E , , History of the theory of numbers (ЖЖ), Chelsea ‚ 1950. ` 


广泛 而 又 详细 的 参考 文献 . 
Edwards, H. M ., Fermat 'ѕ last theorem, а genetic introduction to 
algebraic number theory , Springer, 1977. 

按 历史 的 顺序 , 讨论 了 丰富 的 数学 内 容 ; 学 完 人 门 之 后 , 就 能 很 好 地 评 
MET. 但 是 , 从 我 们 的 第 五 章 和 第 六 章 就 可 开始 同时 阅读 ， 
Hardy, С.Н. 5 Wright, E.M ., An introduction to the theory of пип 
bers (第 五 版 ), Oxford , 1980. 

大 学 数论 课程 的 经 典 参考 书 ; 对 初学 者 来 说 比较 难 读 , 但 其 中 的 第 三 章 
例外 (可 与 我 们 的 第 九 章 同 时 阅读 ). 
Hubbard В .L ., The factor book , Hilton Management Services ,1975 . 

提供 了 不 超过 100000 的 整数 的 素 因 数 . 
LeVeque , № .J., Topics іп number theory, Addison — Wesley, 1956, 

第 一 卷 适 于 作为 关于 算术 函数 与 素数 分 布 的 进一步 的 读物 ; 第 一 卷 适 上 上 
作为 关于 一 次 型 的 进一步 的 读物 . 
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Mathews ‚С .В., Number theory , Chelsea ，( 无 日 期 ) 
有 二 次 互 反 律 的 几 个 证 明 , 是 关于 二 次 型 的 进一步 的 读物 ， 
Nagell , Т., Introduction to number theory , Chelsea , 1964. 
给 出 了 Legendre 定理 的 三 个 不 同形 式 . 
Niven , I., Numbers rational and irrational , Mathematical Association of 
America , 1961. 
对 初学 者 来 说 , 是 本 书 第 十 一 章 的 引 论 , 它 也 以 我 们 所 构造 的 超越 数 为 


其 结尾 . 
Niven , I . , Irrational numbers , Carus series , Mathematical Association of 
America ,1967 , 


关于 我 们 的 第 十 一 章 的 进一步 读物 . 
Niven , 1. 与 Zuckerman , H .S . Ап introduction to the theory of numbers 
人 第 三 版 ) Wiley 1972. 

是 一 本 好 的 常用 教科 书 , 有 练习 题 , 包括 了 入门 的 大 部 分 内 容 ， 
0145, С.П. , Continued fractions , Mathematical Association of America , 
1963. . 

特别 要 推荐 与 我 们 的 第 十 章 同时 阅读 . 
Ore , O., Number theory апа its history, McGraw — Hill , 1948, 

可 与 我 们 的 第 二 , =, 六 章 同 时 阅读 ， 
Ore, O., Invitation to number theory, Mathematical Association of 
America , 1967. 

可 与 我 们 的 第 一 章 同 时 阅读 . 
Pollard; Н. Diamond, H.G ., The theory f algebraic numbers (第 二 
版 ), Сагиз series, Mathematica! Association of America , 1975. 

关于 我 们 的 第 五 章 的 进一步 读物 . 
Polya, G. 与 Szeg$, G., Problems and theorems т analysis (П ), 
Springer , 1976. 

第 八 部 分 研究 较 高 深 的 数论 内 容 , 写作 风格 和 入 门 相似 . 


Reid ,C . From zero to infinity ,Routledge and Kegan Paul , 1956. 
对 于 打算 学 习 入 门 的 初学 者 来 说 , 这 本 书 使 他 们 真正 体会 一 下 数论 的 超 
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Roberts ‚Г., Elementary number theory , а problem oriented approach M 1. 
T., 1977, 

与 人 门 使 用 一 系列 问题 相 比 , BHRR, 较 快 . 
Shanks, D „› Solved and unsolved problems in number theory (第 一 版 )， 
Chelsea , 1978 . 、 

可 与 我 们 的 第 三 , Ч, а, ч, БААТ. 
Sierpinski, W., Pythagorean triangles, Graduate School of Science , 
Yeshiva University , New York , 1962 . 

可 与 我 们 的 第 五 章 第 一 部 分 同时 阅读 ， 
Stark, H, M ., An introduction to number theory, M .I.T., 1978. 

第 七 章 用 几何 的 方法 处 理 连 分 数 , 这 是 由 下 .Klein 首先 提出 的 . 
Weil, А., Number theory Гог beginners , Springer, 1979. 

叙述 简明 扼要 , 使 用 了 近世 代数 的 语言 . 可 与 我 们 的 第 二 章 同时 阅读 ， 
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除法 算式 (1.24) 

жа 与 总 是 非 零 整数 , 则 存在 唯一 确定 的 整数 g ,r , 使 得 

а=һд+т. 0<7< |0]. 

定义 : 最 大 公约 数 (1.34) 

车 a 和 45 是 非 零 整数 , d 是 使 dia djb 成立 的 最 大 正 整 数 , 则 
d= всі (a.b). 
Euclid 算法 (1.34, 1.39) 

设 d=gcd (а,Ь) , 则 存在 整数 x y, 使 得 d=ax+by. 
定义 :素数 (1.43) | 

若 p 是 给 定 的 异 于 1 的 正 整 数 , 并 且 由 ajp 可 推出 a= 土 1 +p, Жр 
是 素数 . 
算术 基本 定理 (1.58) 


大 于 1 的 正 整数 都 可 以 写成 Pp?2…pxr ,其 中 k> 1, ре 是 不 相同 的 素数 ， 
о, 是 唯一 确定 的 正 整数 . 
定理 (1.64) 

素数 的 个 数 无 限 . 


第 二 章 
定义 : 剩余 类 C.3 ) 
称 整 数 集合 {x : піхае n ARRE. 用 2, л п п TR 
余 类 所 成 的 集合 . 当 x 与 > 属于 模 n 的 同一 个 剩余 类 时 , A x= у moda), 


中 国 剩余 定理 0.18) 
т, т, ..., т, 两 两 互 素 , 则 同 余 方程 组 
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х = а, (тоа т), 1=1,2 ,...,п 

有 唯一 解 (mod m т, ...т, ). 
定义 : 模 加 法 (2.26 ) 

FER aR ГЕ по [а] „ЖЬ Тїп ЖГ, АЕ 
Z, 上 的 模 加 法 为 [a] +[Ь] =[a +b]. 
定义 ; Euler 的 o 函数 (2.39) 

o nET Z+ ) 的 生成 元 个 数 . 另 一 个 等 价 的 定义 是 : р (n) 是 从 1 
到 的 整数 中 与 互 素 的 整数 个 数 . 
定理 : р 是 积 性 函数 0.50) 

设 m 与 4 互 素 , 则 gg (тл) = (той). 
定理 : o ( ) 的 值 0.53) 

Вр, ро, --- эр Æ п 的 不 同 的 素 因 数 , 则 


1 1 1 
=na| 1- — | | > 
е) "人 110 >) z) 
定理 (2.64) 
Уф (CD)= 
d\n 


第 三 章 


定义 : 模 乘法 0.5) 

EER а М FIR n ORRA [a] Р РЕ л ЖЖ ГЫ, ШЕХ 
Z, 上 的 模 乘 法 为 [dj [5] =[аһ|. 
Fermat 定理 (3.19) 

对 于 任意 整数 х БЕ Жр ‚ Ң х = x modp )， 
Wilson ЕЯ (3.25) 

对 于 任意 素数 p ,有 一 1)! 二 -1 (подр). 
定理 : 一 次 同 余 方 程 3.33 ) 

设 d=gcd (а, п), ЙМ ЧР ВЕ, ах = b (modn ) 有 解 ， 否 则 无 解 . ЕН 
解 , 则 有 4 个 对 模 n 不 同 余 的 解 . 
定义 (3.36) 

ЯМ, ERZ, 中 可 逆 元 素 的 集合 , 就 是 说 , М, 由 2, 的 这 种 元 素 组 成 : 
它们 在 Z, x) 中 有 逆 元 素 . 从 M ,的 每 个 剩余 类 中 取 一 个 整数 , ЖЕШ п 
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的 一 个 简化 剩余 系 . 
定理 (3.36) 

IM,|= ф (и). 
Fermat- Euler 定理 (3.41) 

Бани ыж, И а°"!"== | (moda), 
关于 多 项 式 的 Lagrange 定理 (3.57) 

域 上 的 n 次 多 项 式 至 多 有 nn 个 不 同 的 零点 . 
定义 : 原 根 (3.62) 

+ lal EREM, , x) 的 一 个 生成 元 , 则 称 整数 4 ЖИЛ. 
定理 (3.61 , 3.65 , 3.74) 

пх -- ау, KEHE- 1 ЖЖ. 2, 则 存在 模 n 的 原 根 . 
СћеуаПеу 定理 (3.87) 

最 高 次 数 小 于 的 整 系数 元 多 项 式 , 若 其 常数 项 为 零 , 则 必 有 非 平凡 
解 (modp ) . 


定义 : 二 次 剩余 (4.3 ,4.8 ) 

E [a ЖА (М, x) 中 的 一 个 平方 , ШК а ЖА ЖЖ п її КЖФ. 否则 - 
称 a 是 对 模 有 的 二 次 非 剩余 . 
定义 : Legendre 符号 (4.15) 


对 于 素数 P, 当 a 是 对 模 p 的 次 剩余 时 ， (2) 


| 
ЫЕ бетй 


юани, (1 )- 一 1 ; 在 其 他 情形 ， ие (+ )- 


定理 (4.14,4.15,441) 


1 
а 5#0 
— |= 42? (тор), 
(=) P 


(EEH Ghe 
P P р р | у 
”定理 人 .18) 


ржа, Шр = 1 (mod 4) 时 ,一 1 是 对 模 p 的 二 次 剩余 ; 当 
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p= 3 (тоа 4) 时 , —1 ЖЖ p 的 二 次 非 剩余 . 
Gauss 引 理 (4.43) 
Ж р 是 奇 素数 ,a 是 整数 但 不 是 p 的 倍数 ， "(+ уот 
与 
a:l ，0 2 a 1) 


同 余 的 绝对 最 小 剩余 中 人 负 号 的 个 数 . 
二 次 互 反 律 4.62 ) 
ПРЕЖНИЕ, W 


(еен. 
第 五 章 


定义 : Pythagoras 三 元 数组 (5.5) 

若 x ,y,z 都 是 整数 且 x+y =, ЩЕК (х,у, 256—1 Pythagoras = 
元 数组 , 此 外 , Æ ged х,у, )=1, 则 称 这 个 三 元 数组 是 本 原 三 元 数组 . 
定理 : Pythagoras 三 元 数组 定理 (5.15 ) 

设 (r,y,z) 是 一 个 本 原 Pythagoras 三 元 数组 , Их 与 } 中 有 一 个 偶数 . 
当 x 是 偶数 时 , x=2pg у=р- 4. ==р?+49?, Афр уои Ж. 
定义 : 递 降 法 ( 注 记 5.20) 

Fermat 所 提出 的 对 良 序 原则 的 一 个 应 用 . 
定理 6.21) 

HE х“ у= т БАДЕ. 
定理 (5.68) 

方程 х+у= 23 没有 非 零 整数 解 . 
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定理 (6.10 ,6.11 6.12) 
设 p 是 素数 , pety, ШН x 与》 都 不 被 p 整除 , 则 p=2 或 p = 
1 (mod 4). 
tq ERK. q= 3 (mod4) 而 且 gety, ИЕ у ПЖ 
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Җи. д 的 指数 是 偶数 ， 
定理 (6.15) 

(«2+ 2) (2+ 0) = (а4— Ье)” + (ас+Ь4)” 
定理 (6.33, 6.36) 

МЖ ЕІ (mod 4 ) 的 素数 可 以 唯一 地 表示 成 二 平方 之 和 . 
定理 6.34) 

一 个 正 整数 可 以 表 为 二 平方 之 和 的 充 贾 条件 是 , 在 它 的 素 因 数 分 解 式 中 ， 
АЈ F3 (mod 4 ) 的 素 因数 的 指数 是 偶数 . 
Lagrange 四 平方 定理 (6.40) 

СРО) t+ T+) 

= (ax — by ~ez~ dt ¥ + (ау+ bx+ ct- dy 
+ (ас мъ ех+4у Y + (at+bz-cy+dx? . 

定理 (6.51 ) 

素数 都 可 以 表示 为 四 平方 之 和 |. 
定理 (6.52) 

正 整数 都 可 以 表示 为 四 平方 之 和 . 
定理 6.54) 

形 如 入 (86-7 ) 的 正 整 数 不 能 表示 为 三 平方 之 和 . 
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定义 :分 拆 (7.1) 

E п 是 一 组 正 整 数 之 和 , 则 称 这 个 和 式 中 分 量 的 全 体 为 半 的 -- 个 分 拆 . 
定义 : Ferrers 图 (7.2) 

即 分 拆 疼 , 是 一 个 点 列 , 其 中 每 一 列表 示 一 个 部 分 数 , 而 且 左 边 一 列 的 
点 数 不 比 右边 一 列 的 少 . 
定义 : ЕЯ 0.3) 

兰 某 个 分 拆 图 可 以 通过 将 另 个 分 拆 峡 的 行 与 列 转 置 而 得 到 , 则 称 这 两 
APIE MR. 
定义 : 生成 函数 (7.16 ) 


КЕЖЕ о) = 1+5 о, ЖЕЎ а, ) 的 生成 函数 . 
n=| 


© 310 > 


EX pan) (7.22) 
En 的 分 拆 中 , 部 分 数 不 超 过 m 的 那 种 分 拆 的 个 数 , 记 作 pp,, (т). 
定理 (7.22) 
(р (л) ) 的 生成 函数 是 
| 
их (-*№)...(-^) 


Ещег 定理 (7.47 ) 
(1-х) Asx e d=) =X 6 гух 


ила 
定理 (8.9) 
线性 变换 (х,у) (кау) (: г) РН ЖЖ са. 5, 


c,d 是 满足 аа pc= 土 1 的 整数 ， 
定义 : 么 模 变 换 (8.15) 
R? 中 的 线性 变换 若 将 Z 满 射 到 Z2 ， 则 称 为 么 模 变换 . 
定义 : АВЕ 6.15) 
С, у)» КУА, 则 称 4 为 么 模 矩 阵 . 
定义 : 等 价 二 次 型 8.25) 
Elx, у) (рх+гу, qty) Ж 2, ЛУ, 则 称 att bto? 与 
а фх+гу)? +b (фх+ гу) ах) ес (х ҳу 是 等 价 的 一 次 型 . 
定理 (8.25) 
等 价 二 次 型 有 相 问 的 值 集合 . 
定义 : 判别 式 (8.37) 
二 次 型 ах? + bxy + су? ИНЬ Р?—4ас. 
定理 (8.37) 
ФИ СИСАРИ НАЕ. 
定义 : ÆW (8.38) 
TAH ах + рху+ су. 4 b-—4ac<0 H a>0 it, 称 为 正定 的 ; 当 
bP- 4ac <0 H a <0, 称 为 负 定 的 ; 24 0- 4ас>0 В, 称 为 不 定 的 ， 
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定义 : 正规 表示 6.48) 

Ж п= ар + Бра + са? В. gcd ,gq)=1 或 者 {lp| 191 }=10,1}, ШЖ 
Жп ах? Бху+ су EMER. 
定理 (8.49 , 8,50) 

整数 可 以 由 ax? 二 bxy 十 cw? 正规 表示 的 充 要 条 件 是 , 存在 一 个 等 价 СЇ 
次 型 , 它 的 项 系数 是 . 
定义 (8.57) 

#0<Ь<а<с, ИЖЕ {КЖ ах + Ьху+ су? ЖИ АЖ. 
定理 : 等 价 的 标准 型 (8.56 , 8.66 ) 

每 个 正定 二 次 型 上 只 与 一 个 约 化 次 型 等 价 . 
定义 : 自 守 变 换 (8.73) 

二 次 型 的 自 守 变换 是 指 把 这 个 二 次 型 变换 为 自身 的 么 模 变 换 . 
定理 (8.77) 

正定 二 次 型 的 自 守 变换 群 ,不 是 2 阶 循环 群 , 就 是 阶 为 4,8 或 12 的 二 
面体 群 . 


第 九 章 


定义 : 基本 平行 四 边 形 0.5) 

若 Z 的 子 群 G 是 由 (a,p) 与 (c,q) 生 成 的 ,并 且 这 两 个 有 序数 对 互 不 
是 另 一 个 的 倍数 , 则 称 以 0 ,0), (а,Ь), (c,d), (at+c ,b+q) 为 顶点 的 平 
行 四 边 形 是 G 的 基本 平行 四 边 形 . 
定理 0.23) 

设 G 是 Z? 的 子 群 ,TI 是 它 的 基本 平行 四 边 形 , 则 6G 在 Z? 中 的 指数 等 于 
ПЕ. 
Minkowski 定理 0.39) 

R? 中 的 一 凸 的 开 集 , Е РО, 0) 对 称 , 并 且 面 积 大 于 4, 则 除 点 
@ ,0) 外 , 它 必 还 含有 77 的 点 . 
定义 : 基本 平行 六 面体 0.57) 

车 如 的 子 群 G 是 由 4= (а, 4.4), В= (b, b, b), 与 C= (сү, с», 
с ) 生 成 的 ,而且 a4+b5+cecC= (0,0.0) 仅 当 a=p=c=0 时 成 立 , 则 称 以 
0,0,0), 4, В,С, В+С, С+.4, А-В, A+B+C AMAREX ВИ 
是 G 的 基本 平行 六 面体 . 
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定理 (9.66) 

设 G 是 到 的 子 群 ,IL 是 它 的 基本 平行 六 面体 , 则 GE Z 中 的 指数 等 于 
THER. 
Minkow ski 定理 0.71) 

R? НЕ ЛЕВ В, 若 它 关 于 (00 ,0 , 0) 对 称 , 体积 大 于 8 , 那么 它 
ан 770. 但 异 于 @ ,0,.0)， 
Legendre 定理 (9.86 ) 

设 在 a ,b,c 的 素 因数 分 解 式 中 , 都 不 出 现 平方 数 , 并 且 它 们 两 两 互 素 ， 
Kik ах +? с? = 0 (mod dabe ERR (ху, уу. ), 使 得 gcd (ах, Ру. 
ст, 4аЬс)= 1, Шах tby te= 有 非 零 整数 解 . 
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定理 (10.6) 
Їй 4 是非 平方 有 理 数 , Шуи 是 无 理 数 . 
定义 (10.10) 


CEET =a + 


其 中 a 都 是 实数 ,并且 当 i>1 时 ,a,>1. 
定理 (10.13) 
B [a а, аз a] =ры 4 › И" ЗЕ, 
Pa — ЧР Ра 
Gn ад 9,2 ° 
定义 : 渐 近 分 数 (10.18 ) | 
Ф ksn, Ир, Ч, 是 [a , а, .-. ,4] ПЕТРУ, 
定理 (10.22) 
每 个 有 理 数 只 可 能 与 两 个 不 同形 式 的 连 分 数 相等 , 其 中 一 个 的 项 数 是 奇 
№, 另 一 个 的 项 数 是 偶数 ， 
定理 (10.23 , 10.24, 10.25) 
每 个 无 理 数 x 只 能 有 -…- 个 连 分 数 表示 式 , 它 的 渐 近 分 数 序列 收 化 Ех. 
项 数 无 限 的 连 分 数 都 是 从 无 理 数 产生 的 . 
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定义 : ДАШ Б В (10.52) 

-一 个 无 理 数 若 满足 某 个 整 系数 二 次 方程 , 则 称 为 二 次 无 理 数 . 这 个 方程 
的 另 一 个 解 称 为 这 个 无 理 数 的 共 力 数 . 
定理 (10.37 , 10.53 ) 

每 个 纯 循 环 连 分 数 对 应 着 -- 个 大 于 ! 的 二 次 无 理 数 , БЕ ЖЕК F 
一 1 的 负数 ; 反之 亦 然 . 
Pel Я (10.61) 

Уа 的 连 分 数 的 周期 长 度 是 有 , 则 ps 一 dg%= (— 1)", Жр, E 
Vd 的 连 分 数 的 第 n 个 渐 近 分 数 . 
关于 二 次 无 理 数 的 Lagrange 定 理 (10.76, 10.77) 


定理 “(10.8] , 10.82) 
а, БЫТЕ, 则 一 次 型 ax? 一 by? 的 全 体 自 守 变换 构成 一 个 
无 限 循 环 群 . 


第 十 一 章 


定理 (11.10 ,11.22) 
对 于 任意 的 实数 x 与 仔 意 的 正 整 数 n, 可 以 找到 整数 p ,g ,使 得 0<g<n 


ат. 


并 且 7 
Hurwitz 定理 (11.31) 
设 «ЖЛЕ. 则 x 的 连 分 数 的 每 三 个 相 邻 的 渐 近 分 数 中 , 至 少 有 … 个 
{| В. 1 E 
к 4 |< з: 成 立 . 
Liouville 定理 (11.42 ) 
设 x 是 za(>2) 次 代数 数 , 则 存在 正 实 数 А, 使 得 


一 切 整数 p 及 一 切 正 整数 4 成立 . 


а Р. 
4 
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括号 内 是 英文 原文 . 


前 缘 "n" 表 示 * 注 记 ”, Ас п", 则 数字 都 是 指 的 问题 (例如 2.25 , 等 等 )， 


超越 数 (transcendental number ) 11,43 
Chevalley 定理 (Chevalley 4 theorem)” 3.87 
除法 算式 (division algorithm ) 1.19, 1.23, 1.24, 5.55 
代数 数 lgebraic number) 11.40 
单位 元 (unit ) 
Z 中 的 单位 元 (unit in Z ) п5.43 
Z[w] 中 的 单位 元 nit in До] ) 5.43 
等 距 格 (ѕотеїгіс lattice) 5.35 
递 降 法 (method of descent)  п5.20, п5.67, л6.51, 10.1 
定 二 次 型 (definite quadratic form) 8.38, ,8.77 
Dirichlet 定理 (Dirichlet “s theorem ) 第 -- 章 历史 注 记 
对 称 矩 阵 (Symmetric matrix) 8.32,8.34 
多 项 式 的 次 数 (degree of polynomial) 3.77 
Eratosthenes 得 法 (Eratosthenes sieve) 1.47 
二 次 互 反 律 (law of quadratic reciprocity} 4.62 
二 次 型 quadratic form ) 
等 价 一 次 型 equivalent quadratic form ) 8.25 ,8.51 
约 化 二 次 型 (reduced quadratic form) 8,57 
二 次 型 的 自 守 变换 automorph of quadratic form ) 
定 二 次 型 的 自 宁 变换 (automorph of definite quadratic form ) 
8.73 — 8,77 
不 定 二 次 型 的 自 守 变换 automorph of indefinite quadratic form ) 
10.78 一 10.82 
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一 次 无 理 数 (quadratic irrational number ) 10.52 
Euler 定理 (关于 分 拆 ) Euler $ theorem on partitions) 7.47 
Euler 的 ф ВЖ Euler $ ф function ) 
定义 (definition ) 2.39 
积 性 (multiplicative property) 2.50 
范 数 morm ) 
在 211 中 的 范 数 orm in 72[] ) n6.15 
在 Z [o] 中 的 范 数 (norm in 2 [0] ) 5.41 
Farey 数列 (Farey sequence) 8.13, 11.11 
分 拆 的 生成 函数 generating function Юг partition ) 7.16 , 7.35 
Fermat 大 定理 (Fermat % last theorem) n5.63 ,第 五 章 历 史 注 记 
n=3 5.67 
n=4 5.21 
Fermat 递 降 法 (Fermat ’5 method of descent) n5.20,n5.67,n6.51,10.1 
Fermat 定理 (Fermat 's theorem) 3.19,3.53 ,3,76,3.78,4.10 
Fermat — Euler 定理 (Fermat 一 Euler theorem) 3.41 
Ferrers 图 (Ferrers ” graph of a partition) 7.2 
负 定 二 次 型 (negative definite quadratic form ) 8.38 
一 1 是 二 次 剩余 minus one as a quadratic residue) 4.16,4.19,4.29,6.18 
Gauss 引 理 (Gauss етта) 4.43 
Gauss 整数 (Gaussian integer) 6.15, п6.36 
格 的 基本 平行 六 面体 (fundamental parallelepiped of a lattice) 9.48, 9,57 
格 的 基本 平行 四 边 形 (fundamental parallelelogram of a lattice) 9.5, 
9.23 ,9.24 
格 点 асе point ) 
空间 中 的 格 点 (attice poirts in space ) 
9.47 — 9.86 
平面 上 的 格 点 Qlattice points in the plane ) 
4.48,8.1 — 8.4, 8.9,9.1-- 9.46 
等 距 格 点 бзотешс lattice points) 5.35 
ВИ Pigeon hole principle) ”第 上 一 章 历史 注 记 
积 性 (multiplicative property ) 
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Уф (a) 的 积 性 (multiplicative property of yp (d) ) n2.63 
dln 


я 
oo) 的 积 性 (multiplicative property оф (к)) 2.50 
关于 一 点 对 称 Gymmetry about а point) 4.56, 4.60, ,9.36 ,9.69 
НЕ Conjugate ) 
ҖЕ ӘЧЕ Conjugate graph of partition) 7.3 
ЖСК ЖИН (conjugate quadratic irrational number ) 10.43 
行列 式 (determinant ) 
х EREI (determinant of 2 x2 matrix) 18,5, 8,32 — 8,34 
Зх ЗЕЯ (determinant of 3 x3 matrix) 9.50 
Hurwitz 定理 (Hurwitz theorem) 11.31 
КЖ (coprime) 1.60, 1.61 
简化 剩余 系 (reduced set of residues) 3.36 
绝对 最 小 剩余 (numerically least residue) 4.30 — 4.36 
ТЕ (реп region) 9.26, 9.67 
Lagrange 定理 (LagrangeS theorem ) 
关于 连 分 数 (Lagrange $ theorem on continued fractions) 10.76 
РА, Lagranges theorem оп pdynomials ) 3.57, 379 ,380.410 
关于 二 次 无 理 数 (Lagrange $ theorem on quadratic irrationals ) 10.77 
X F TEË (Lagrange s theorem on subgroups) 3.18 3.42 ,6.9 
关于 四 平方 之 和 (Lagrange.s theorem on sums of four squares) 6.40 
Legendre 符号 (Legendre symbol) 4.15 
Legendre 定理 (Legendre s theorem) 9.86 
连 分 数 (continued fraction } 
渐 近 分 数 Convergent) 10.18, 10.24 
有 限 连 分 数 (finite continued fraction) 10.21, 19.22 
纯 循 环 连 分 数 (pure periodic continued fraction) 10.37, 10.53 
工 次 无 理 数 的 连 分 数 (continued traction Юг quadratic irrational 
number) 10.76, 10.77 
混 循 环 连 分 数 ultimately periodic continued fraction) 10.76, 10.77 
Liouville 定理 (Liouville $ theorem) 11.42 
模 (modulus) 1.11 .2.4 
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模 算术 加 法 (addition in modular arithmetic) 1.11,2,25 
模 算 术 乘 法 multiplication in modular arithmetic ) 1.14 ,3.4 
Мегѕеппе 素数 (Mersenne prime ) 1.67 
Minkowski 定理 (Minkowski 5 theorem ) 

三 维 空间 (п three dimensions) 9.71 

二 维 空间 бп two dimensions) 9,39 
M 3.36 


п 


М, 3.21 
判别 式 (discriminant) 8.37, 10.46 
Pell 方程 (Pell $ equation) 10.61 — 10.70 
平方 和 бит of squares ) 
四 平方 之 和 (вит of four squares) 6.52 
三 平方 之 和 бит of three squares) 6.54 
一 平方 之 和 бит of two squares) 6.34 
平行 四 边 形 面积 area of parallelogram) 8.5 , 9.23 
Pythagoras 三 角形 Pythagorean triangle) п5.5 
Pythagoras 三 元 数组 Pythagorean triple) 5.5 — 5.18 
ол) 10.4 
群 group ) 
加 法 群 additive group) 1.22. 2.23 
循环 群 (cyclic group) 1.33,3.61, 10.80 
乘法 群 (multiplicative group) 3.17 ,3.21 ,3.39 3.40 
非 循环 群 (non 一 cyclic group) 3.65,8.17,8.74 ,8.75,9.5 .9.53 ， 
9.55 
群 的 直 积 (direct product of groups} 3.63 — 3.66 
群 的 元 素 的 阶 (order of element in а group} 3.58 — 3.62 
剩余 (residue ) . 
二 次 剩余 (quadratic residue) 4.3 
二 次 非 剩余 (quadratic поп 一 residue ) 4.8.4.16 
剩余 类 (residue class) 2.3 
FAA Get of residues ) 
完全 剩余 系 (Complete set of residues) 2.20 
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简化 剩余 系 (reduced set of residues) 3.36 
生成 元 (generator ) 
平行 四 边 形 格 的 生成 元 (generator of parallelogram lattice ) 
9.2— 9.5 
(Z ,+ ) 的 子 群 的 生成 元 (generator of subgroup of (Z, + )) 
1.29 — 1.37 
Z 的 子 群 的 生成 元 generator оРзибргоир of Z?) 9.14,9.15 
Z 的 子 群 的 生成 元 (generator of subgroup of 22 ) 9.53— 9.55 
区 ,，+ ) 的 生成 元 Benerator of (Z,, + )) 2.32 
数学 归纳 法 (mathematical induction) п1.57, 2.18, 2.52, п5.20 
四 元 数 (quaternion) 6.38 
算术 基本 定理 (fundamental theorem of arithmetic) 1.58 
中 国 剩余 定理 (Chinese remainder theorem) 2.18,3.64 
素数 (prime number) 1.43,1.51 
同 余 于 1 mod 4 ) 的 素数 表 为 二 平方 之 和 : 6.33 , 6.36 
同 余 于 3 mod 4 ) 的 素数 不 能 表 为 二 平方 之 和 : 6.4 
素 因数 分 解 (factorisation into prime numbers ME N 中 :1.58 ;在 Q 中: 
10.5 ,在 Z 中 :n5.56,n10.5; 在 Z[w] 中 : 5.51, 5.56 
素数 的 无 限 性 бпбойу of primes) 1.64 
同 余 于 1 (mod 3 ) 的 素数 个 数 无 限 4.28 
同 余 于 1 (mod 4 ) 的 素数 个 数 无 限 4.25 
同 余 于 2 (тоа 3 ) 的 素数 个 数 无 限 1.66 
同 余 于 3 (тоа 4 ) 的 素数 个 数 无 限 1.65 
体积 volume) 
椭 球 体积 (volume of ellipsoid) 9.78 
平行 六 面体 体积 (volume of parallelepiped) 9.50 
И (convex) 9.35,9.37,9.69 
ЖК (Ellipsoid) 9.78, 9.86 
椭圆 elipse) 8.25, 9,44 
同 余 (congruence ) 1.12, 2.4 
多 项 式 的 同 余 Congruence of polynomials) 3.78 — 3.81 
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间 余 类 (congruence class) 2.3 
Wilson 定理 (Wilson 5 theorem ) 3,25 , 3,53 , 4.29 
无 理 数 frrational number) 10.1 — 10.7 
次 数 >2 的 代数 无 理 数 11.40 
二 次 无 理 数 (quadratic irrational number) 10.52 
超越 数 (trascendental number) 11.43 
x 的 整数 部 分 [xX] (integral part of x) 4.44 
循环 群 Cyclic group) 1.33,2.28,232,358, 3.61, 3.62 ,8.76 和) 10.80 
么 模 (unimodular ) 
么 模 群 (nimodular group) 8.17,8.19, 8.20 
НЕЕ (unimodular matrix) 8.15 
么 模 变 换 (unimodujar transformation) 815,952 
关子 分 解 (factorisation ) 
不 唯一 1.51 
叭 一 1.58, 5.56, n6.15 
НЕ: (rational approximation) ”第 十 -- 章 
原 根 (primitive root) 3.62 ,3.68 ,3.70 一 3.74 
约 化 二 次 型 (reduced quadratic form) 8.57 , 8.66 
子 群 的 指数 (index of subgroup) 8.20, 9.23 , 9.66 
正定 二 次 型 positive definite quadratic form) 8.38 
中 值 定理 (mean value theorem) 11.41 
最 大 公约 数 (gcd ) (greatest common divisor cd)) 1,34, 1.59, 5.54, 
8.18 
最 小 公 倍 数 Ист ) deast соттоп multiple (Іст ) ) 1.59 


7] 16.15 
Z, 111, п2.25 
Zio] 5.37 
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英汉 人 名 对 照 表 


Chevalley екш 
Dirichlet 狄 利克 和 雷 
Eratosthenes ETES 
Euclid 欧 几 里 得 
Euler 欧 拉 

Farey 法 备 
Fermat жч, 
Ferrers 费 乐 斯 
Gauss 高 斯 
Hurwitz ЖЖ 
Lagrange 拉 格 朗 晶 
Legendre 勒 让 得 
Liouville 刘 维 尔 
Mersenne ŽRE 
Minkowski 闵可夫 斯 基 
Pell 派 尔 
Pythagoras 毕 达 哥 拉 斯 
Wilson 威尔逊 
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